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(1) 
rJI.e А,А., а,/]- положительные чиспа. При А. = О имеем обычную стандарт

ную произво.пствеяную функцию. В литературе ф~ ( 1) описывает изменение 
иа1U1оналЫ1оrо .похода с течеинем вре~.ссик и носкr название динамической 

фун!СWf11 Кобба-Дуrласа. 
Дnя изученКА дИ11ам1UСИ юмеисиИJ1 наш~о.нальноrо дохода и n~ 

нИR соотвсm:твующеii пронзводствениой фун1С11ИИ часrо нспопьзуют 

лоrарифЮ1ро118Нис:. Прологарифмировав (1), каnример, no mпуральному 

основанию, nолучнм 

lnY(t) = lnA+ ..1 ·t +a·lnK(t)+ P·lnL(t) . (2) 
dY 

Извесrно, <rro величина - nредстаатrет coбoli относительное nриращс
r 

1 dY 
ние фу~t1ЩКJ1 У, а у · di. относительное приращение функции за единицу 

вpeмcltl{, т.е. скорость прироста ИJ\И темп. Следовательно, nродифференци- ровав 

выражение (2) по t, можно получить важное дм исследований линеАное 

уравнение 

(3) 
rде Pr - темп прироста националъиоrо дохода, р,._ - темп прироста осно&

ных фондов ( nпиrала ), Pt - темп прироста труда. 
Дм оцениааюu параметров динамической производсt11енной функции 

будем испол~.зов~rrь метод наименЫШtХ квадратов и основные nоложен~u 

лине!tноrо реrрессионноrо анализа. Для этоrо в ьыражеиии (2) введеи 

следующие обозиачеRИ.Я : lnA = ~ .л "'ара= a1,/J = а1 , 1.пУ = y,t = .x-1,lnK = x1,lnL = .х1 . 

В результате получим уравнение ;uшейной регрессии с треМ!I нсзависи· 

14ЫМИ переме11КЬ1Мн .r1, х1 .r, а виде 

у=а0 +а 1 · х1 +а2 ·.r1 +а1 · х, . (4) 
Нахождение параметров уравнения (4) осущесrвляетс~ на основе 

сrатистичесn~х данных о национальном доходе, ~tаnктале и труде в лоrа

рифмах. Пусть имеюТО! следующне наблюдеюu у" х,1>х11> х"' t = 1,2, ... ,n. 
Значениs а0 , а1 , а1 , а1 подбираем таж, чrооы сумма JCSIUJS)aTOB отмонеиий 

была минимальной, т. с. 

Ф(а0,а1 ,а1 ,а1 )= :t(a0 +а1х11 +а1 х, 1 +a1.t,1 - у,) 1 _.min 
••1 

(5) 

Дм решения задачи (5) находю.< чаС"Тные произоодные фующнн Ф по 
каждоА переменной и nрирав11нваем их к нулю. В резульпrе получим так 
называемую 1шрмальную систему уравнений 

• ~ п lf 

п · а0 +a1L,:x,1 + a1I;x,2 +a3LX13 = I:.v,, 
r.- 1 ti:: I 1 ~ 1 1~ 1 

" п " п " 
a0l:x,, + a 1 I;x,~ +a2Ix,1 · Х1 2 +a3LX11 <X0 = I:x,1 · у,, 

fs) ,Е] 1 ... 1 t•I t•1 

lf ... . lt " " 

a0 I;x11 +а1 2:х11 · х, 1 +a1I:x,12 +a:iix,2 · Х, 3 = LX,2 · У,, 
r• I 1 ... t 1•1 1 ~1 1•1 

" " " 1t " 

OoLX,3 +a1LX11 · х,э +a,I::c,2 ·х,э + О3LХ,2э = Ix,, · у, . 
1• ) ,., ~'1!' ,.. 1~1 
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Рсшкв систему (6), найдем оцен1СН парамс:tров а.. а1 , о 1 , о1 • Ураанекие 

реrрессин с оиененныин параметрами бу.пет иметь анд 

y=o0 +a1.r, +a1z 2 +a1.r,. (7) 

Очевидно, 'П'О веяичина ВО"Jиущени.1 Е, вwчиСJU1етсt1 по фориу11е 

&, = ;., - у" t = 1, 2, ... • п. Jlli• хара~сrеристиюt блюости рас'lе'ТИЫХ эначсниА 
у, .к наблю.113Сиым у, можно использовал. ueCКOJlbl(() фориаJU.ИЫХ 

кркrериеа. Например, среднюю ошибку ота:лонений ( возмущекиЯ ) s,; 
значение коэффициента детерминации ( множrсrвенныJt хоэффициснт 

troppeJIJЦИИ ); проверk}' адеkВ8IИОСТИ в цеnои уравнснЮ1 (7) имсющнмс• 
стаrиСПfЧескиw данным и др. 

Изаество, чrо тесноту линейной вэаимосuзи переменной у с перемен· 

нъо.«и .r,, .r1, .r1 в уравнении perpec:c1U1 (7) можно юмер~m. с nомоЩLЮ 

mэфф1щисяrа N.НожествеЮ1ой корремции, КО'Iорый вычиС1U1етсJ1 по 

фориулс 

J 

tE: 
R= 1-t~:-;/ 
' 1-t 

(8) 

где у - среднее зиачсиис наблюдаемых величин у1 ,у1 , ••• , У • . Чем ближе 

значение R к 1, тем лучше подобраны оарам.етры, а значит и с:ама 
проюаодствсннu фуикция. Друrв.ми словами, иножесrвеииый 1rоэффН11Иснт 
iroppcuuии ( kоэффициекr детерминации ) спужит измер~rrслем юtчесrаа подбора 
урааненu регрессии (7). 

Важным ШЗJ'Ом проверки зна'IИМосtИ полученных оцсно.к коэффи

цисиrов реrре<Х:ии о1 , а2 , 0 1 J1ЗJIJ1eтc• ороверка 111потеэы о равснсrвс 

нулю PЖJJ:oro кз них. Дn.а эroro вычисляется оцеюса остаточной 

tE~ 
дисперсии s_ = _<:l__ • (9) 

п-т-1 

ще змамсваrеnь (п-т -1) представп.sет собой число сn:пенсй свободы, 

равное числу наблюдений за вычетом числа оцениваемых параметров. 

В нашем случае это 11- 4 • Дм 1СВЖДоrо коэффиЦJtента вычисJWОТа 

стаtИСfИJСН 

t =.5... (10) , s 
•, 

r.ae s" = s_. ·.fc:, i = 1, Z, З; с" • дкаrонм~ элемеиты обратнр.А мятрнцw 
(Хт Х)"1 

, где 
·· 1 ' Х11 Х11 .r,, 

Х: 
1 Xzl XJ:i Х21 

Т • оnсрацм траисповировакия. . 
' 1 х.1 х.1 х.., , 
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По заданному уровню значимости 11 и числу c::rcпcнcll свободы k = п-4 
нз таблицы расnрсдслен11J1 СтыодеЮ'а ( t- раслре.цепенw~ ) находИМ '·~ тах 

назwваемое критичес~rое значен,.е. Если расчет11ое значение (10) бол~.wе 
1еритичес1rоrо, то rиnote'Jy о рnенстве нулю к:аждоrо из ~rозффицке~rrов 
perpeoctn1 иы отверrаси, а полученные оценки жозффкw~е11ТОв рсгрессин считаем 
значимыми. 

Оцеюсу значимости всего пQJI)'Чaшoro ур1U1НеИИ1 реrрс:ссни (7) можно 
провести с помощью F - ста:rистикк распрсделення Фиwера-Снедекора. 

Для эroro, исоолиу• основы дисперсиоиноrо анали:sа, представим сумму 
квадратов отклонений в виде двух cocraвJUUOщиx 

:t{y, -Y)I = :t<Y, - y)I + :t<Y, -УУ = tc.Y, -У)1 + fs,2 . 
1• ( t•I t•I r-1 r.1 

Пусть Q= :t(y, -У)1 , Q, = f(Y, -y)l, Q_ = f.,;,1 . Тогда Q=Q, +Q.. . 
~ ~ ~ 

F статистику вwчис.uем по формуле 

F = Ja_ ·~ (11) 
Q__ k,' 

1-де k1 ... "' ( число независимых фаrrоров ), k1 "'"- т -1. В нашем случ~ 
k1 = 3, k1 "' "_4 . По заданному уровню экаЧИИ<>стк v и числу степенсА 
свободы k1 и k1 из таблицы распределена. Фишсра-Снсде.:ора 

( F - распредепе11ИJ1) находим: крмтичесJСОе значение F •. t, .«, . Если вычис

ленная стаrнсrиu (11) больше крнrкческоrо, то уравнение (7) считаем 

значииыи. 

Следует 11Nenrrь, 'ПО все вышеупомшугwе кpirrepilИ оценоk базиру

ютс• 11а целом ряде преnположенкй, лежащих в основе метода наимень-- wих 

ПJэдратов : 

- nредполо~", чrо возмущение &, является случайкой веп.ичнноА, 

расnредслекной по нормальному закону; 

- математическое ожидшtие возмущеНЮ1 ( ощибD1 QТltJJOиelOO ) равно нуJ11О, 

т.е. М(&,) =0 ; 

- случайнu 11еЛичяна &, имеет no<:roJUJ.нyю длсперскю, т.с. и; = const ; 

- случайные IСЛИЧИНы с,, и &,, не коррелируют друr с другом, т.е. 

М(&," t,,) =О . 

Если :n:и 11реnположеии.1 отвечают деl\ствитель.кости, то полученные 

оцен~ск ~1В11J1ЮТся несмещекнымк, состоnел~.ными 11 эффе~сrквными. На практаr::е 

же nрн работе с реалыwмн данНЬIМН чш;rо такие допущения не всегда 

опра11дань1 . В :лих случьх nредполаrаюr, что случа1Ьtr.1е величины &, могут 

К'Оррелироваrь между собой, т.е . имеет место авто-

корреuuия 01клонениD . ДлJ[ проверl<И налиЧЮ1 автов::орреляцик 
icprпepнli Дарбина·Уотсона, соrласно которому вычвсмется 

хараnерисrюса 
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t (&, - Е,_ , )2 
DW == .!.:,.,,,_i __ ~ ---

LE,z 
l •I 

исnотзуют 

(12) 



Еспи DW " 2, то автоmрреЛJЩ1U 01'С)'Тсrвует. Если DW " о иnи DW " 4, то 
наблюдаете• по.1111u автоwрреляшuа. Тахим образом, если обкаружена 

сущесrвеннu aвтoкoppc:JV11UU1 отклонениА &, , то следует пркэюrr~., что 

уравиенне реq~ессии вwбрано неудачно. 

Заnиwеи теперь динамический аиапог однородноll nроиЗ11одстаенноi1 

CES фуиКШ1И с посrш1иным эффекrом от расwнрен~ц мacurraбa nронэ
водства 

f(t) = Ао · е;.' · [А · K "'(t) +В · L"'(r)г,, 
гае А,,, А, В, 1., р - нeia:rropыe положительные числа. 

Лоn~ркфNИруя (13) по иal)'p811Wtoмy основанию, получим 

lnY(t) = ln,.\ +). · 1-.!.1.о[А · к-'(t)+ В · C'(t)) 
р 

Ес.nи теперь продифференцируем (14) по t, то получим 

уравнение типа (3): 
Рг =А.+ а,р~ + P1PL, 

где а1 и Р1 rоэффициекrы зластичкости выnуса no 
производСТN Nlt' производственной фу11кции (13), пркчем 

. А · К-' B·L-' 
а,= А · К-' +В · С' . р, "' .А · К-' +В · С' 

(13) 

(14) 

J[J{НСЙНОС 

(15) 

фu:rорам 

(16) 

Заис:тим, 'ПО а1 +/J1 =1, JCn и в случае uассК'fес111:ой фунlдИИ Кобба

Дуrласа. Дм оценк:н параметров производсrвенной фую;ции (13) уже иелЬЗJI 

применить методы ли1:1ейиоrо оцениванwt, так юuс даже ее логарифм (14) 
непииеАно зависит от параметров. В этом случае дЛЯ нахожденw~: оценок 

параметров следует nримеНАТЬ методы нелинеЯного проrраммированu. 
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ЭКОНОМИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ СООТНОШЕНИЯ 

ТЕМПОВ РОСТА ЗАРАБОТНОЙ ПЛАТЫ И 
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТИ ТРУДА 

ПроизводнтеnLность 1J!Уда ямяется одной нз важнейших экономических жатеrо

рий, в которой наиболее полно muбра.жается эффеnивиосп. общеСТВQИИого прою

еодства. Здесь а~улируетс• е тесном сочетании эффе~..."l'Ивность исоол~.эованИJ 

рабочей с11лы, эемелЬlfых, материаnьно-техинческнх и финансовых ресурсов. Повы

шение произаодитепьности труда nринацлежиr к решающ11м условИЯN развктиs про

нзводс111а, и ка этой осноее обеспечение значительного улучшекНJ1 материального 

бnarococтoJПtiu народа, осуществление социальных превращений в обществе. В оос

леднее вреr.." нарушипась взаимосвюь между nроизводиrельнОС'ТЫО труда и за работ· 

ной ма-rой, что оrрищrrепьно сuзыва.етСJ1 ив проnорuнях экономичесJСИх показателей, 

СОЦИМ•НО·ЭШНОNНЧССIСИХ процессах к 11 цепом развитии экономики rосударства.(4] 

Сущссrвсннu проблема экономи1О1 промыwлеквwх орrанизаuнй - опережение 
теwnов роста заработнод маты над темпаr.tн роста nроизводнтепьиости труда, чrо 
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