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тt 

a =--
2Zmaж' 

где Zmax - максимальный объем зна.ний (объем курса в академических часах); 

N 

Zmax = Ix,, 
f• I 

где N - число запланированных занятий; Х; - объем знаний, который дает преподаватель на i-м 
занятии. 

Функция cos(au(t)) в формуле (1) выполняет роль фильтра, не допускающего усвое
ния слишком большого однократного объема нагрузок (О $ cos(au(t)) $ 1). 

Функцию управления можно разбить на две части (9] 

и = и0 + и1 , 

где и0 - программное управление, задаваемое в виде заранее запланированной нагрузки; и1 -
управление процессом повторения посредством коптрольНЪJх и самостоятельных работ; и 1 -
управление с обратной связью. 

Задача оптимального управления сводится к тому, чтобы найти оптимальное про

граммное управление и: (си.нтез оптимального программатора) и оптимальное управле-

ние с обратной связью u; (синтез оптимального регулятора) [9]. 
Для линейных систем справедлив принцип суперпозиции: эффект, вызываемый 

суммой нескольких воздействий, равен сумме эффектов каждого из воздействий в отде
льности. Поэтому выходной сигнал линейной системы представляется в виде суммы 

свободного и вынужденного движений [1] 

z = zoe-lrt + e- l<t J .kiи(t)e" cos(au(t))dt, (2) 

где Z0 - начальный объем знаний при t = to. 

Свободное движение происходит при отсутствии внешнего воздействия вследствие 

ненулевых начальных условий. Оно является решением однородного дифференциаль
ного уравнения, соответствующего исходному уравнению системы 
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Рис. 1. Кривые забывания при разных 
коэффициентах k 

dZ 
- + kZ-0. 
dt 

В задаче обучения это соответствует пос

тепенному забыванию ранее усвоенного объ
ема знаний Z0 • Разным коэффициентам за

бывания соответствуют различные кривые 

забывания (рис. 1). 
Вынужденное движение происходит 

вследствие внешнего воздействия при нуле

вых начальных условиях. Вынужденное 

движение отлично от нуля только после 

приложения внешнего воздействия. Кривые 
накопления знаний для разных коэффици

ентов забывания и усвоения при дискрет

ном равномерном программном управле

нии описаны в (5]. 
Кривая обучения для неnрерывно1·0 рав

номерного программного управления пред

ставлена на рис . 2 (и0 = 0,852, k = 0,03). 
Из рис. 2, 3 видно, что форма I<ривой 

обучения или ее аппроксимации, получен-
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Рис. 2. Кривая об~ения для непрерывного 
программного управления 
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Рис. 3. Аппроксимированная 
кривая об~ения 
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вых на основе математической модели (2), аналогична феноменологической классиче
ской кривой научения, описанной в [5, 11]. Таким образом, при любой равномерной на
грузке теоретически получается классическая кривая научения . 

Коэффициент забывания k при повторении уменьшается. Будем считать спранедли-
вой зависимость 

k(п) ~ k / 2", (3) 

где п - число повторений материала. 

После первого повторения материала коэффициент забывания для этого объема зна

ний будет k(11 = k / 2, после второго - k,21 = k / 4 и т.д . В дальнейшем для переменного 
k = k(t) будем применять коэффициент забывания, усредненный по времени 

1 т 
K(t) = - f k(t)dt. 

t о 

Коэффициенты k 1 и k определяются для каждого обучаемого по соответствующей 
дисциплине с помощью специально разработанных компьютерных тестов [8]. 

2. Метод 011тимальноrо программного управления процессом обучения 
Для решения задачи оптимального программного управлекия процессом обучения 

будем применять один из наиболее .... эффективных методов в теории оптимального управ
ления - метод Лагранжа-Понтрягина для непрерывных управляемых процессов. С 
математической точки зрения данный метод состоит в сведении исходной задачи опти
мального управления к решению .краевой задачи для системы дифференциальных урав

нений. Эта задача по сравнению с исходной, как правило, значительно проще, что позво

ляет получать ее аналитическое или численное решение [1, 3, 4, 10]. 
Рассмотрим функционал качества управления обучением 

т 

J = f (и0 (t) - Z(t))dt - Z(T), 
о 

где Т - конечный момент времени. 

(4) 
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Для оптимального управления нроцессом обучения функционал (4) должен прини
мать минимальное значение на интервале [О, Т]. Функционал (4) можно разбить на три 
слагаемых 

J ~ J i - J 2 - Z(T), 

где J 1 - функцион:ал потерь, должен прин:имать минимадьпое зп.ачепие 

т 

J1 = J u0 (t)dt; 
о 

J 2 - функционал качества обучения, ха.раI<теризующий сохранение наI<оттлеввых знаний после 
сдачи экзамена (зачета), должен принимать максимальное значение 

т 

J 2 = J Z(t)dt; 
о 

Z(T) - конечный объем знаний, должен принимать максимальное значение . 

Гамильтониан, соответствующий уравнению (1) и функционалу (4) 

Н = [ - kZ + k1u0cos(au0 )]p + (и0 - Z)po. 

где р = p(t), Ро = Po(t) - дополнительные переменные. 

(5) 

Обычно рассматривают два случая : Po(t) ::= О и p0(t},;: О (1 ]. Если требуется минимизи
ровать определенный функционал качества управления, то часто полагают p0(t) = 1[1,3, 
4, 10]. 

Уравнение (1) автономно, т.е. не содержит в явном виде время t, поэтому гамильто
ниан (5) в соответствии с принципом минимума Понтрягина для оптимального управле

ния тождественно равен нулю 

li(p(t), и~ (t), z *(t)) =о, о ::; t::; т. (6) 

Будем считать, что при оптимальном управлении нагрузка дается небольшими пор

циями для наилучшего усвоения,поэтому примем в (5) cos(au0 ) = 1. 'Гогда из (5) получа
ем выражение для непрерывного программного управления 

и~ (ф= z• (kp + .!l. 
k1p+1 

Составим систему l:(ав.онических уравнений 

'

dZ == дН 
dt др' 

· 1· dp "' ан . 
. dt дZ 

(7) 

(8) 

Из второго уравнения (8) и (5) nолучаем дифференциальное уравнение для нахожде
.1:шя дополнительной переменной р 

dp = kp + 1. 
dt 

Общим решением уравнения (9) является функция 
1 1 

p(t) = p(O)ekt - _ + -е"'. 
k k 

(9) 

(10) 
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Постоянную интегрирования р(О) находим из равенства нулю 1'амильтониана Н в 

момент времени t = О 

р(О) = Z0 - U 0 (0) , 
kiи0 (0) - kZ0 

где u0(0) - значение функции управления в момент времени t = О. 

Пусть нужно оптима.J1ьвым образом попасть из точки (Z0 , О) в точку (Zp Т), где 
Z1 Е (Zmln• Zш.,.J· В качестве Z" в формуле (7) возьмем в первом приближении прямую, со
единяющую начальную и конечную точки 

Z(Т) - Z z0(t) = Zo + о t, t Е [О, Т] . 
т 

(11) 

Таким образом, подучаются следующие формулы для расчета оптимального про

граммного управления и оптиммьной траектории: 

и~ (t) = Z 0 (t)(kp+1), 
k1p + 1 

(12) 

(13) 

где дополнителъноя переменная 

( ) Z0 - U 0 (О) kt 1 1 kt pt = е - -+ -е. 
ltiи(O) - kZ0 k k 

(14) 

Пус·rь имеются конкретные параметры процесса: Т = 128, Z1 = 26, k = 0,03, k1 = О, 9. 
Тогда графики оптиммьного программного управления и оптимальной траектории для 

разных начальных условий представлены на рис. 4, 5. 
2,0 25 .-----~~---~----~ 
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Рис. 4. Оптимальное 
программное управление: 

кривая 1 - Z0 ::: 8, и0(0) ::: 2; 
кривая 2 - Zo ::: 4, ио(О) ::: 1 
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Рис. 5. Оптимальная траектория 
для программного управления : 

кривая 1 - Z0 = 8, uo(O) = 2; 
кривая 2 - Z0 = 4, uo(O) = 1 

Общая нагрузка при uрограммном управлении определяется площадью подинтегра

льной кривой в.а рис. 4 и равна примерно 100 ч, поэтому для реального учебного процес
са необходимо также управление с обратной связью. 
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3. Метод оптимального управления с обратной связью 

При реальном учебном процессе программное управление и0 заранее задано и явля 

ется дискретным. Поэтому задача оптимального управления сводится к нахождению 

оптимального управления с обратной связью и; = u.;(t, Z(t}) (синтез оптимального регу-

лятора) [9]. 
Пусть поведение объекта управления описывается обыкновенным дифференциаль

ным управлением (1). Требуете.я минимизировать функционал качества управления 
обучением 

т 

J - J (и, (t) - Z(t))dt - Z(T). (15) 

Достаточным условием минимума функционала (15) является уравнение Беллмана 
для непрерывных детерминировnнных систем (1, 4). Если существует фушщия <p(t, Z), 
удовлетворяющая уравнению Беллмана 

max [ дч> + дч> (-kZ + u0 + и1 )-и1 +z] = О (16) 
••'" •- · дt дZ 

с граничным условием 

<р(Т, Z) = Z(T), 

и управление ин удовлетворяющее условию 

с ограничением 

и; = arg m~J д1р (- kZ + и0 + и 1 ) - и1 + z] ., •• , :1_az 

(17) 

(18) 

(19) 

то u,.· (t, Z) является оптимальным управлением с полной обратной связью, где u1in•• -
максимально допустимая нагрузка для повторения. 

Уравнение Беллмана (16) линейно по ир поэтому оптимальное управление и,.' с огра-

ничением (19) будет релейным [1] и описывается уравнением 

(:~ - 1 } ; = о, 
которое удовлетворяет условию (18). 

Тогда оптимальное управление с обратной связью 

1 

д<р 
о, -'f;.1, 

• дZ 
и, =· 

1 

. дч> 
u \ mu • az =1. 

(20) 

Из системы (20) при граничном.условии (17) определяется условие включения уп
равления с обратной связью 

Z(t) = q>(t, Z). 

Пусть нужно оптимальным образом попасть из точки (Z0 , О) в точку (Zt> Т}, где 
Z1 е [Zrnin•Zm.,.J. В качестве функции~ удобно взять опорную траекторию (11), соединяю
щую начальную и конечную точки. Тогда оптимальное управление с обратной СВJ!.ЗЬЮ 
будет ' 

. {О, Z(t,_1 ) > z0 (tн ), . 
U1 (t1) = ] = 1, 2, . .. , Т, 

Yi (t), Z(tн ) ~ z0 (tн ) , 
(21) 

где У; - объем знаний, повторяемый в момент времени ti . 
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Общий объем повторенного материала 

м 

Y = LJ'.,YeX, 
!• : 

где М - число контрольных и самостоятельных работ на повторение иройдеииого мliтериала. 

На рис. 6 представлен процесс управления обучением с обратной связью. Пусть обу
чаемый получает еженедельно объем знаний в два часа в течение семнадцати недель. 

День сдачи экзамена Т = 128. Предположим, что нужно достичь объема знаний Z1 (Т) = 
23 часа. Коэффициенты процесса: k 1 = 0,9, k = 0,03. Кривая 1 показывает процесс обуче
ния при программном управлении (без повторения). Прямая 3 - опорная траектория. 

Крива.я 2 представляет процесс обучения при управлении с обратной связью. В этом слу
чае траектория обучения имеет четыре скачка для корректировки значения Z(t). На 
первой контрольной работе повторяется первая часть предмета (12 ч), на второй - вто

рая (12 ч),на третьей - последняя. Последний скачок кривой 2 соответствует подготов
ке студента непосредственно перед сдачей экзамена (повторяется весь материал). 

Рассмотрим теперь идеальный случай. Пусть обучаемый усваивает всю информа

цию (k 1 = 1) и полностью ее сохраняет с помощью повторения и применения (k = О). Та

кой идеальный процесс обучения описывается формулой 

Z = Z0 + J u(t)dt 

и показан на рис. 7. 
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Рис. 6. Процесс управления 
обучением с обратной связью: 

1 - управление без обратной связи, 
2 - управление с обратной связью , 

З - опорная траектория 
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Рис. 7. Кривая идеального обучения 

Таким образом, оптимальная траектория процесса обучения для управления с об
ратной связью должна быть ограничева снизу опорной траекторией 3 (см. рис. 6), а свер
ху - кривой идеального обучения (см. рис. 7). 

Заключение 

В данной работе оnисана математическая модель обучения в виде линейного диффе

ренциального уравнения (1). Построены кривые обучения для неnрерывноrо и дискрет
ного программного управления. Показано, что при любой равномерной нагрузке из фор

мулы (2) теоретиqески получается класси'iеская кривая научения. 
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Для решения задачи оптимального проL'раммного унра1:1ления исrюдьзован метод 

Лагранжа-Понтрягина. Приведен функционал (4), харантеризующий достижение 
нужного уровня знаний и их качество при минимуме потерь. Выписан гамильтониан 

(5), составлена и решена система канонических уравнений (8) для данной задачи. Из 
принципа минимума Понтрягина для автономных систем получены аналитические 

формулы и графики для оптимального программного управления (12) и оптимальной 
траектории (13). 

Для решения задачи оптимального управления с обратной связью выписано уравне

ние Беллмана в частных производных и найдено соответствующее оптимальное управ

ление с обратной связью (20), дающее минимум функционала качества (15). Численны
ми методами построена оптимальная траектория процесса с определенными нача;1ьны

ми условиями. 
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ЭКОЛОГО-ФИЗИОЛОГИЧЕСКАЯ OIJEHКA 

ФИТОТОКСИЧНОСТИ ФОРМАЛЬДЕГИДА 

Формальдегид (НСНО) изменяет-параметры флуоресценции хлорофилла. содержание фото
синтетических пигментов и водорастворимых белков листьев 15 видов хвойных и лиственных дре
весных растений. Установлено, что разные виды древесных растений проявляют неодинаковую 
толерантность к формальдегиду. Рекомендованы таксоны деревьев, перспективных для оптими-
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