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Ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñ-
òåì ñî ñêàëÿðíûì âûõîäîì, îñíîâàííûé íà êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîñòè âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êî-
òîðûé ïîçâîëèë ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîé, à òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñ-
ëîâèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé è ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì Ôðîáåíèóñà äëÿ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìûõ ñèñòåì ñ
êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïðåäëîæåí ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ.

The method is proposed for investigating observability in linear time-varying systems, which is based on
quasidifferentiation of output variables and allows to obtain sufficient conditions for complete observability,
necessary and sufficient conditions for differential and uniform observability. The necessary and sufficient con-
ditions for existence of Frobenius canonical forms in uniformly observed systems with quasidifferentiated coef-
ficients is proved and method for their construction is developed.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà íàáëþäàåìîñòè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx t

dt
A t x t

( )
( ) ( )= , y t c t x t( ) ( ) ( )= (t T). (1)

Íàáëþäàåìîñòü íàðÿäó ñ óñòîé÷èâîñòüþ, óïðàâëÿåìîñòüþ, ñòàáèëèçèðóåìîñòüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ñòðóêòóðíûì ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðè èçó÷åíèè
ìíîãèõ ïðîáëåì èç òåîðèè óïðàâëÿåìûõ äâèæåíèé íåîáõîäèìî çíàòü òåêóùèå ñîñòîÿ-
íèÿ ñèñòåìû. Ýòî âàæíî, íàïðèìåð, êîãäà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ ôîðìèðóþòñÿ ïî
ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè. Îäíàêî êîîðäèíàòû îáúåêòîâ ÷àñòî íåäîñòóïíû íåïîñðåä-
ñòâåííîìó íàáëþäåíèþ (èçìåðåíèþ), íî âìåñòå ñ òåì èìååòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè
îáúåêòîâ â âèäå íåêîòîðîé âûõîäíîé ôóíêöèè. Ñóòü çàäà÷è íàáëþäàåìîñòè çàêëþ÷àåò-
ñÿ â âûÿñíåíèè âîïðîñà î âîçìîæíîñòè îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ òåêóùèõ (èëè íà-
÷àëüíûõ) ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ïî äàííûì íàáëþäåíèé. Àêòóàëüíîñòü çàäà÷ íàáëþäåíèÿ
çàìåòíî óñèëèëàñü â ïîñëåäíåå âðåìÿ â ñâÿçè, íàïðèìåð, ñ çàäà÷àìè êîñìè÷åñêîé íàâè-
ãàöèè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîñìè÷åñêèõ íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì è äð.

Îäèí èç ìîùíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
îñíîâàí íà êëàññè÷åñêîé èäåå À.Ì. Ëÿïóíîâà î ïðåîáðàçîâàíèè ñèñòåìû ê ïðîñòåéøåé
ôîðìå, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ èçó÷èòü ôóíäàìåíòàëüíûå ñâîéñòâà
ñëîæíûõ ñèñòåì. Óñïåøíî ýòîò ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èçó÷åíèè óñòîé÷èâîñòè ëèíåé-
íûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ñèñòåì
óïðàâëåíèÿ-íàáëþäåíèÿ ðåàëèçàöèÿ èäåé À.Ì. Ëÿïóíîâà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè
èñõîäíîé ñèñòåìû ê ïðîñòåéøåìó (êàíîíè÷åñêîìó) âèäó ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ãðóï-
ïû ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ñèñòåìû ñ ìàòðèöàìè â ôîðìå Ôðîáåíèóñà, êîòîðûå â ñëó÷àå îäíîìåðíîé âûõîäíîé
ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíîìó ñêàëÿðíîìó êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ n-ãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Âûáîð òàêèõ ñèñòåì â êà-
÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ íèõ îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òå-
îðèè ñèñòåì ðåøàþòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. Â [1] äàíî ïðèìåíåíèå êàíîíè÷åñêèõ ôîðì

18



Ôðîáåíèóñà ê êëàññè÷åñêèì ïðîáëåìàì ñèíòåçà íåðåçîíàíñíûõ ñèñòåì, óïðàâëåíèÿ
ñïåêòðîì, ñòàáèëèçàöèè, àñèìïòîòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ñîñòîÿíèé è äð. Òåîðèÿ êàíî-
íè÷åñêèõ ôîðì îêàçàëàñü ýôôåêòèâíîé è äëÿ ñòàáèëèçàöèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïî
ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ. Îäíàêî âîïðîñ î ïðåîáðàçîâàíèè çàäàííîé ëèíåéíîé íåñòà-
öèîíàðíîé ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëíî-
ãî ðåøåíèÿ íå èìååò. Ïåðâûå ðàáîòû (L.M. Silverman, H.E. Meadows, W.A. Wolovich,
M.Y. Wu) â ýòîì íàïðàâëåíèè ãàðàíòèðîâàëè ïðèâåäåíèå ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîé ôîð-
ìå â ïðåäïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè (óïðàâëÿåìîñòè) è äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòè êîýôôèöèåíòîâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ðàç. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè òåîðèÿ êà-
íîíè÷åñêèõ ôîðì Ôðîáåíèóñà äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è íàá-
ëþäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîëíî ðàçðàáîòàíà â òàê íàçûâàåìîì ãëàäêîì ñëó÷àå [1].

Êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîñòü â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ×àñòî ïðè
èññëåäîâàíèè ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ (à òàêæå ñèñòåì óïðàâëå-
íèÿ) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èõ êîýôôèöèåíòû íå óäîâëåòâîðÿþò èçâåñòíûì òðåáîâàíèÿì
ãëàäêîñòè, ÷òî íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû, îñíîâàííûå íà êëàññè÷åñêîé ìàò-
ðèöå íàáëþäàåìîñòè [2]. Íàøè èññëåäîâàíèÿ [6, 7] ïîêàçàëè, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå ýôôåê-
òèâíûì ñðåäñòâîì àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òåõíèêà êâàçèäèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñóòü êîòîðîé
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü T = [t0, t1] — îòðåçîê íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R, — öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå
÷èñëî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U t ñîâîêóïíîñòü âñåõ íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö P(t) ðàçìåðà
(( ) ( ))ñ íåïðåðûâíûìè íà T ýëåìåíòàìè pki(t) (i, k = 0, 1, … , ), óäîâëåòâîðÿþùè-
ìè óñëîâèþ pkk(t) (t T) (k = 0, 1, … , ). Âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ìàòðèöó P(t) èç ìíîæåñ-
òâà U t . Êâàçèïðîèçâîäíûå Pw t0 ( ), Pw t1 ( ), ..., Pw tJ ( ) ïîðÿäêà 0, 1, … , îòíîñèòåëüíî ìàò-

ðèöû P(t) äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè w : T R îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì ðåêóððåíò-
íûì ïðàâèëàì [3]
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ôîðìóëàõ (2) âûïîëíèìû è
ïðèâîäÿò ê íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì. Ñåìåéñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îáëàäàþ-
ùèõ íåïðåðûâíûìè êâàçèïðîèçâîäíûìè îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ìàòðèöû P U t îáî-
çíà÷èì ÷åðåç C TP

J( ).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàâíîìåðíàÿ íàáëþäàåìîñòü. Ïóñòü íà îòðåçêå T = [t0, t1] çà-
äàíà ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà íàáëþäåíèÿ

dx t

dt
A t x t

( )
( ) ( )= , y t c t x t( ) ( ) ( )= (t T), (3)

â êîòîðîé (n n)-ìàòðèöà A(t) è n-âåêòîð-ñòðîêà c(t) íåïðåðûâíû íà T. Îòîæäåñòâèì
êàæäóþ òàêóþ ñèñòåìó (3) ñ ïàðîé (A, c), à ìíîæåñòâî âñåõ èõ îáîçíà÷èì ÷åðåç n. Â
êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [2] çàäà÷à ïîëíîé íàáëþäàåìîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïðîáëå-
ìà íàëè÷èÿ âçàèìoîäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó âûõîäíûìè ôóíêöèÿìè
y t y t x( ) ( , )= 0 è ïîðîæäàþùèìè èõ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x0 Rn. Ïðè êîíñòðóèðîâà-

íèè ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, ðåãóëÿòîð ñòðîèòñÿ â âèäå ôóíêöèè òåêóùåãî
ñîñòîÿíèÿ x(t). Ïîýòîìó çíàíèå âåêòîðà x(t) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîé ïðåäïîñûëêîé ñîçäà-
íèÿ ýôôåêòèâíûõ ñèñòåì ðåãóëèðîâàíèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà íàáëþäà-
åìîñòè S(t) [2] ñèñòåìû (3) íåâûðîæäåíà â íåêîòîðîé òî÷êå T (è ñòàëî áûòü, ñèñòå-
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ìà (3) ïîëíîñòüþ íàáëþäàåìà íà T), òî ïî çíà÷åíèþ âûõîäíîãî ñèãíàëà è åãî ïðîèçâîä-

íûõ â ìîìåíò àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ìîæíî íàéòè âåêòîð x( ). Îäíàêî îïðåäåëåíèå

x(t) â òî÷êàõ t, îòëè÷íûõ îò , ïðèâîäèò ê íåïðîñòîé çàäà÷å èíòåãðèðîâàíèÿ íåñòàöèî-
íàðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. ßñíî, ÷òî ïðîáëåìû èí-
òåãðèðîâàíèÿ ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ïîòðåáîâàòü íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèöû S(t) ïðè

âñåõ t T. Óêàçàííîå òðåáîâàíèå ðàíåå [4, 5] áûëî èñïîëüçîâàíî êàê ÷èñòî òåõíè÷åñêîå
ñðåäñòâî, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ñèñòåì íàáëþäåíèÿ, è ïîëîæåíî â
îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè. Íèæå ïðèâîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ðàâíî-
ìåðíîé íàáëþäàåìîñòè â òåðìèíàõ âûõîäíîé ôóíêöèè [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà (3) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé íà T, åñëè ïðè ëþ-

áîì x0 Rn ôóíêöèÿ y t y t x( ) ( , )= 0 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cn–1(T, R) è îòîáðàæåíèå

x(t) (y(t), y(1)(t), …, y(n–1)(t)) èíúåêòèâíî äëÿ êàæäîãî t T.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3) ââåäåì îïåðà-

òîð L : n n, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

L A c A cA
dc

dt
( , ) ( , )= + .

Ïî èíäóêöèè ìîæíî íàéòè ëþáóþ ñòåïåíü Lk îïåðàòîðà L, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êîòî-

ðîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç Dk. Êàæäóþ ñèñòåìó (A, c) Dk íàçîâåì ñèñòåìîé êëàññà k. Ïóñòü

ñèñòåìà (A, c) èìååò êëàññ (n – 1). Òîãäà äëÿ t T îïðåäåëåíû n-âåêòîð-ôóíêöèè ñòðîêè

s t s t A t
ds t

dt
i i

i( ) ( ) ( )
( )

,= +-
-

1
1 s0(t) = c(t)  (i = 1, 2, ..., n – 1), (4)

èç êîòîðûõ ñîñòàâèì (n n)-ìàòðèöó S(t).
Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè [1].
Òåîðåìà 1. Ïàðà (A, c) n ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà íà T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îíà èìååò êëàññ n–1 è rank S(t) = n (" Ît T).
Óñòàíîâèì ñâÿçü ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñ âîïðîñîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçðåøàþ-

ùèõ îïåðàöèé â êëàññå îáîáùåííûõ ôóíêöèé èëè (ïî äðóãîé òåðìèíîëîãèè) ðàñïðå-

äåëåíèé. Ïóñòü — äåëüòà-ôóíêöèÿ (ðàñïðåäåëåíèå) Äèðàêà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â

òî÷êå T. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó êëàññà n – 1. Íà âûõîäàõ y = y(t) òàêîé ñèñòåìû îïðå-
äåëåíû îáîáùåííûå ôóíêöèè d ds s= ( )0 , ds

( )1 , ..., ds
( )n-1 , (ds

( )i — i-ÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

), ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî èíäåêñà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî d s ss
( )( ) ( ) ( )i

iy s x= . Ïîýòîìó

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå S x yi( ) ( ) ( )s s qs= ãäå qs( )y — n-âåêòîð-ñòîëáåö ñ ýëåìåíòàìè

ds( )y , ds
( )( )1 y , ds

( )( )n y-1 , Çíà÷èò â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè îäíîçíà÷íî âîññòà-

íàâëèâàåòñÿ ñîñòîÿíèå x( ) = S–1( )q (y). Îäíàêî óêàçàííàÿ ôîðìóëà èìååò ÷èñòî òåîðå-
òè÷åñêîå çíà÷åíèå, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿ ds

( )i íå ìîãóò áûòü òî÷íî ðåàëèçîâàíû.

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }dj j
t( )

=

¥

1
. Äëÿ êàæäîé âûõîäíîé ôóíêöèè

y(t) ñèñòåìû (A, c) îïðåäåëèì âåëè÷èíû

g s s t d t tj

i

j

iy d( ) ( )( ) ( ) ( )= -
-¥

+¥

ò (i = 0, 1, ..., n – 1; j = 0, 1, 2, ...), (5)

èç êîòîðûõ ñîñòàâèì n-âåêòîð-ñòîëáåö zj j j j

n( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))( ) ( )s g s g s g s= -1 1 .

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìó (A, c) íàçîâåì àïïðîêñèìàòèâíî íàáëþäàåìîé â êëàñ-

ñå -ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, åñëè ïðè ëþáîì x0 Rn âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó Cn–1(T, R) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò x0, îáðàòèìàÿ
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ïðè êàæäîì T (n n)-ìàòðèöà M( ), ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 íàéäåòñÿ íîìåð m0 = m(x0, ),

îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì Px( x ) – M( )zj( ) P ïðè j m0, ãäå P ×P íåêîòîðàÿ íîðìà â Rn.
Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà (A, c) n àïïðîêñèìàòèâíî íàáëþäàåìà â êëàññå -ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà.
Ñèñòåìû êëàññà (P, q). Ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè â ñìûñëå îïðåäåëå-

íèÿ 1 òðåáóåò îïðåäåëåííóþ ãëàäêîñòü êîýôôèöèåíòîâ, ÷òî ñóæàåò êëàññ ðàññìàòðèâàå-
ìûõ ñèñòåì. Ñ öåëüþ îñëàáëåíèÿ ýòîãî òðåáîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òåõíè-
êà êâàçèäèôôåðåíöèðîâàíèÿ [3]. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè äëÿ
áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì è ïîëó÷èòü êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
íàáëþäàåìîñòè.

Îïðåäåëèì ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë = P

0Ds íà C TP

J( ) ðàâåíñòâîì Ds s s( ) ( ) ( )w p w= 00 , à

åãî êâàçèïðîèçâîäíûå P

jDs çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿìè P

j j

P

jw wDs s( ) ( ) ( ( ))= -1 . Ëåãêî çàìå-

òèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà , ñîñðåäîòî÷åí-

íîé â òî÷êå , â êîòîðóþ îíî è ïðåâðàùàåòñÿ, êîãäà ìàòðèöà P(t) åäèíè÷íà.
Ïóñòü P(t) — çàäàííàÿ ìàòðèöà èç ìíîæåñòâà U t . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà íàá-

ëþäåíèÿ (3) èìååò P-êëàññ q 0 q J, è ïðè ýòîì ïèñàòü (A, c) {P, q}, åñëè êàæäàÿ âû-
õîäíàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C TP

q( ), ò.å. èìåþò íåïðåðûâíûå

êâàçèïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà  âêëþ÷èòåëüíî.
Ëåììà 1. Ñèñòåìà (3) èìååò P-êëàññ q òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò è íåï-

ðåðûâíû ñòðîêè sk(t), îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè

s t p t c t0 00( ) ( ) ( )= , s t p t s t A t
ds t

dt
p t s t1 11 0

0
10 0( ) ( )( ( ) ( )

( )
) ( ) ( ),...,= + +

s t p t s t A t
ds t

dt
p t s tk kk k

k
kj j

j

( ) ( )( ( ) ( )
( )

) ( ) ( )= + +-
-

=
1

1

0

1k -

å (k = 2, 3, ..., q). (1.6)

Ñîñòàâèì èç ñòðîê sk(t) (k = 0, 1, ..., q) ìàòðèöó

S t

s t

s t

s t

q

q

( ) ( )

( )

( )

...

( )

=

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

0

1
.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (3) è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó
âûõîäà y(t) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Y(t) = S(q)(t)x(t),

ãäå Y(t) — ñòîëáåö, îáðàçîâàííûé ýëåìåíòàìè P y t0 ( ), P y t1 ( ), ..., P

qy t( ).

Ïóñòü ñèñòåìà (3) èìååò P-êëàññ q. Ñêàæåì, ÷òî îíà íàáëþäàåìà â ìíîæåñòâå ôóíê-
öèîíàëîâ (ðàçðåøàþùèõ îïåðàöèé) P

0Ds, P

1Ds, ..., P

qDs, åñëè ïî ýëåìåíòàì P

k yDs( ) (k = 0, 1,

..., q) îäíîçíà÷íî íàõîäèòñÿ âåêòîð x( ). Êîãäà íàáëþäàåìîñòü èìååò ìåñòî ïðè ïðîèç-

âîëüíîì T, òî ñèñòåìó (3) íàçîâåì ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé. Ïîýòîìó ñèñòåìà (3)

P-êëàññà q âïîëíå íàáëþäàåìà íà T, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî T âåðíî óñëîâèå rank

S(q) ( ) = n è äèôôåðåíöèàëüíî íàáëþäàåìà íà T, êîãäà rank S(q) (t) = n äëÿ ïî÷òè âñåõ

t T. Î÷åâèäíî, êðèòåðèåì ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3) P-êëàññà q ñëóæèò

ðàâåíñòâî rank S(q) (t) = n ïðè êàæäîì t T.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn(A, c) ñåìåéñòâî âñåõ ìàòðèö P(t) èç ìíîæåñòâà Un t îòíîñèòåëü-
íî êîòîðûõ âñå âûõîäíûå ôóíêöèè ñèñòåìû (3) (n – 1) ðàç íåïðåðûâíî êâàçèäèôôåðåí-
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öèðóåìû. Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû P Pn(A, c) îïðåäåëèì ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè Sp(t) ïî

ôîðìóëàì (7) ïðè q = n – 1.
Ëåììà 2. Ïðè êàæäîì t T âñå ìàòðèöû Sp(t) (P Pn(A, c)) îäíîâðåìåííî ëèáî âû-

ðîæäåíû, ëèáî íåâûðîæäåíû.
Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèÿ íàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû (3) íå çàâèñÿò îò âûáîðà

ìàòðèöû P Pn(A, c).
Ñèñòåìû â ôîðìå Õåññåíáåðãà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè êâàçèäèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âîçíèêàåò íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà P(t) ìíî-

æåñòâà UJ(t , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âûõîäíûå ôóíêöèè ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ q ðàç êâà-
çèäèôôåðåíöèðóåìû. Íèæå óêàçàí îäèí êëàññ ñèñòåì íàáëþäåíèÿ ñî ñêàëÿðíûì âûõî-

äîì, äëÿ êîòîðûõ ýòà ïðîáëåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ.
Ãîâîðÿò, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

dx t

dt
H t x t

( )
( ) ( )= , y(t) = g(t)x(t)

èìååò âåðõíþþ ôîðìó Õåññåíáåðãà, åñëè íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå T (n n)-ìàòðèöà H(t)
è n-âåêòîð-ñòðîêà g(t) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H t

r t r t r t r t r t

r t r

n n

( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( )
,

=

-11 12 13 1 1 1

21 21 ( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... (
,

,

t r t r t r t

r t r t r

n n

n

23 2 1 2

32 33 3 10
-

- t r t

r t r t

r

n

n n n n

n

) ( )

. . . ... . .

... ( ) ( )

...
, ,

3

1 1 10 0 0

0 0 0
- - -

, ( ) ( )n nnt r t-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

1

,                             (7)

g(t) = (0, 0, ..., 0, r10(t)).

Ïóñòü

rk,k–1(t) 0 (t T), (k = 1, 2, ..., n). (8)

Îïðåäåëèì (n + 1) (n + 1)-ìàòðèöó

Q t

r t

r t r t r tnn n n n n

( )

( ) ...

( ) ( ) ( ) .., ,

=

-

-

-
-

-
-

10
1

1
1

1
1

0 0 0

.

( ) ( ) ( ) (, , , ,

0 0

1 1 2
1

1 1 1 2
1- -- - -

-
- - - -

-r t r t r t r tn n n n n n n n ) ...

. . ... . .

( ) ( ) ( ) ( ) ...,

0 0

2 21
1

2 1 21
1- --

-
-r t r t r t r t rn n 21

1

1
1

1 1
1

11
1

0

1

-

-
-

- --

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

( )

( ) ( ) ... ( ),

t

r t r t r tn n

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

, (9)

êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Un(t

Ëåììà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (8), òî ïàðà (H, g) â âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà
(7) èìååò Q-êëàññ n, è êàæäàÿ åå âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò êâàçèäèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ Q

ny t( ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ ñ ìàòðèöàìè (7), îáëàäàþùåé ñâîéñò-

âîì (9), áåç òðóäà íàõîäèòñÿ ìàòðèöà Q Un(t , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âñå âûõîäíûå

ôóíêöèè n ðàç êâàçèäèôôåðåíöèðóåìû.
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé ôîðìû Õåññåíáåðãà äëÿ ïàðû (A, c). Ïóñòü n —

ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåâûðîæäåííûõ ïðè êàæäîì t T (n´n)-ìàòðèö G(t) ïðèíàäëåæàùèõ

êëàññó C1(T, Rn n). Äåéñòâèå ãðóïïû n íà ïàðå (A, c) èç n çàäàäèì ïðàâèëîì G(A, c) =
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= (G–1AG – G–1dG

dt
, cG), G n, êîòîðîå â òåðìèíàõ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (3) îç-

íà÷àåò çàìåíó ïåðåìåííûõ x(t) ïî ôîðìóëå x(t) = G(t)z(t). Ñèìâîëîì (A, c) îáîçíà÷èì
îðáèòó ñèñòåìû (A, c) n îòíîñèòåëüíî ãðóïïû n.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñèñòåìà (A, c) èìååò P-êëàññ q, òî òàêîé æå P-êëàññ èìååò
è ëþáàÿ ñèñòåìà îðáèòû (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âñåõ âûõîäîâ ïàðû (A, c) èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû n). Ïîýòîìó, êîãäà â îðáèòå O(A, c) ñîäåðæèòñÿ ñèñòåìà
â âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà, òî êàæäàÿ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ïàðû (A, c) n ðàç êâàçè-
äèôôåðåíöèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû (9) è óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó êâàçèäèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Q

ny t( ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå â îðáèòå O(A, c) ïàðû â

âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà ïîçâîëÿåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ðåøèòü âîïðîñ î êâàçèäèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè âûõîäíûõ ôóíêöèé ñèñòåìû (A, c). Ñêàçàííîå âûøå ïðèâîäèò ê íåîá-
õîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î âîçìîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (A, c) ê âåðõ-
íåé ôîðìå Õåññåíáåðãà. Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, ýòî áûâàåò íå âñåãäà. Îäíàêî åñëè âî
ìíîæåñòâå O(A, c) ñîäåðæèòñÿ êàêàÿ-ëèáî ñèñòåìà â ôîðìå Õåññåíáåðãà, òî â íåì èìååò-
ñÿ è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ñèñòåì.

Ëåììà 4. Äâå ñèñòåìû (A, c) è (B, d) èç Zn ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå îðáèòå îòíîñè-
òåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìíîæåñòâà âûõîäîâ T(A, c) è

T(B, d) ñîâïàäàþò.
Ëåììà 5. Åñëè â îðáèòå ñîäåðæèòñÿ ïàðà â âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà ñî ñâîéñòâîì

(1.8), òî ñîâîêóïíîñòü O A cH

o ( , ) âñåõ õåññåíáåðãîâûõ ñèñòåì ñ ýòèì ñâîéñòâîì, ðàñïîëî-

æåííûõ â O A c( , ), îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

{ }H A c G H g G0 ( , ) ( , ):= Î VD ,

ãäå VD — ïîäãðóïïà ãðóïïû Vn, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñèñòåìû â âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà â îðáèòå O A c( , ) äîñ-
òàâëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî O A c( , ) ñîäåðæèò ïàðó â âåðõíåé ôîðìå Õåññåíáåðãà (H, g),

óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (8), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå âûõîäíûå ôóíêöèè
y(t) ñèñòåìû n ðàç êâàçèäèôôåðåíöèðóåìû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìàòðèöû
P U TnÎ ( ) è òîëüêî îíè óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-
íèþ P

ny t( ) = 0.

Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ âåðõíåé ôîðìû Õåññåíáåðãà, îïèñûâàåìîé òåîðåìîé 3, íå
ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì, ïîñêîëüêó íå äàåò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû P(t). Ïîýòîìó
íèæå ïîëó÷åíû áîëåå ýôôåêòèâíûå ïðèçíàêè íåïóñòîòû ìíîæåñòâà OH A c0 ( , ). Äëÿ ôîðìó-

ëèðîâêè ýòèõ óñëîâèé çàäàäèì ñêàëÿðíûå ôóíêöèè bij(t) (i = 1, 2, ..., n; j = i – 1; i, ..., n) è
n-âåêòîð-ñòðîêè pi(t) (l = 1, 2, ..., n) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè i = 1, j = 0, l = n ïîëîæèì

à äëÿ îñòàëüíûõ èíäåêñîâ îïðåäåëèì èõ ïðè (k = 0, 1,
..., n – 2) ïî ðåêóððåíòíûì ïðàâèëàì:

23

& K



Òåîðåìà 4. Â îðáèòå O A c( , ) ïàðû (A, c) ñîäåðæèòñÿ ñèñòåìà (H, g) â âåðõíåé ôîð-

ìå Õåññåíáåðãà ñî ñâîéñòâîì (8) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè êàæäîì
t T è n-âåêòîð-ôóíêöèè pn–k(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà T, ïðè ýòîì ýëå-
ìåíòû rij(t) ïàðû (H, g) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ,

à ìàòðèöà G(t) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà îðòîãîíàëüíîé.
Ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èãðàþò ïîëíûå èíâàðè-

àíòû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé n íà ìíîæåñòâå ñèñòåì íàáëþäåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû èõ îï-
ðåäåëèòü, îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷àñòü ìíîæåñòâà , ñîñòîÿùóþ èç ðàâíîìåðíî íàáëþäà-
åìûõ ñèñòåì è ïóñòü ò.å. — ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìûõ ñèñ-
òåì êëàññà n. Íà ìíîæåñòâå çàäàäèì îòîáðàæåíèå ïî ïðàâèëó

(10)

ãäå S(t) — ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A, c), à âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ sn(t) íàõîäèòñÿ èç ðåêóððåíò-
íûõ ñîîòíîøåíèé, àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàì (8).

Òåîðåìà 5. Îòîáðàæåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû n íà
ìíîæåñòâå .

Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó ìíîæåñòâàìè è Rn/ n ñóùåñòâóåò âçàèìîîä-
íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Èíîé ñïîñîá õàðàêòåðèçàöèè îðáèò ãðóïïû n íà ìíîæåñòâå

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû êàæäîé îðáèòå ïîñòàâèòü âî âçàèìîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå íåêîòîðóþ ñèñòåìó ïî âîçìîæíîñòè ïðîñòîé (êàíîíè÷åñêîé) ñòðóêòóðû. Ó÷èòû-
âàÿ õîðîøî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì è êàíîíè÷åñêèå ôîðìû íåàâ-
òîíîìíûõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ìàòðèöàìè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñ-
òâåííûì â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ âûáèðàòü ïàðû (A0, c0) â ôîðìå Ôðîáåíèóñà

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè òî ñèñòåìà
(A0, c0) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n – 1), è åå ìàòðèöà íàáëþäàåìîñòè S0(t) íåâûðîæäåíà ïðè
âñåõ t T. Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà (A0, c0) ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (j = 1, 2, ..., n) êîìïîíåíòû n-âåêòîð-ôóíêöèè ,

ïîñòðîåííîé ïî ñèñòåìå . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñ-
òâà , ýëåìåíòû (A, c) êîòîðîãî îáëàäàþò ñâîéñòâîì

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ ãðóïïû n. Ïóñòü — ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñèñòåì (A0, c0) ñ ôóíêöèÿìè j èç
ìíîæåñòâà (j = 0, 1, ..., n – 1). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îñíîâàííàÿ íà àíàëèçå ñîîòíî-

øåíèÿ , ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî îðáèò Rn n

0 / V ïàðàìåòðèçóåòñÿ ñèñòå-

ìàìè èç Kn

0.
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Òåîðåìà 6. Ëþáàÿ ñèñòåìà èç ìíîæåñòâà ïðèíàäëåæèò êëàññó è â êàæäîé îð-

áèòå ñóùåñòâóåò îäía è òîëüêî îäíà ñèñòåìà (A0, c0) ñ (j = 0, 1, ...,
n – 1).

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû. Îïèøåì ìåòîä íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîé

ôîðìû äëÿ çàäàííîé ïàðû Äëÿ ýòîãî ïî ïàðàìåòðàì ñèñòåì (A, c) è (A0, c0) ïîñ-
òðîèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(12)

îòíîñèòåëüíî (n´n)-ìàòðèöû Q(t), êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

(13)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi(t) (i = 1, 2, ..., n) ñòðîêè ìàòðèöû Q(t). Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
óñëîâèÿ (12), (13) ðàâíîñèëüíû ïðè i = 1, 2, ..., n – 1 ñîîòíîøåíèÿì

(14)

(15)

Ïóñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå T n-âåêòîð-ñòðîê; —

ïåðåñòàíîâêà êîìïîíåíò ñòðîêè , äåéñòâóþùàÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

è p — ïðîåêöèÿ íà ïåðâóþ êîîðäèíàòíóþ îñü: p = . Îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îïåðàòîðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Î÷åâèäíî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Vk íåïóñòà.
Äàëåå âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ñëó÷àé k = n. Ïîýòîìó ïðèâåäåì ïðîñòîå îïèñàíèå îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ , âûðàæåííîå â òåðìèíàõ êâàçèäèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè Cn çàäàäèì íèæíåòðåóãîëüíóþ ((n + 1)(n + 1))-ìàòðèöó

(16)

Ëåììà 6. Òðîéêà (A, c, n) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Vn òîãäà è òî-
ëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ y(t) ñèñòåìû (A, c) n ðàç íåïðåðûâíî êâàçè-

äèôôåðåíöèðóåìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P(t) = P( (t)).
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

(17)

îòíîñèòåëüíî Cn. Èç ñîîòíîøåíèé (14), (15) è ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà Vn(A, c, n)(t) ëåã-
êî âûòåêàåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà (A, c) îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé, òî n-âåêòîð-ôóíê-
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öèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ïðèçíàêè îòñóòñòâèÿ êàíîíè÷åñêîé ôîðìû.

Òåîðåìà 7. Ïàðà íå èìååò êàíîíè÷åñêîé ôîðìû, åñëè ëèáî ìíîæåñòâî

ïóñòî, ëèáî óðàâíåíèå (17) íåðàçðåøèìî.
Òåîðåìà 8. Åñëè óðàâíåíèå (17) ðàçðåøèìî, íî åãî ðåøåíèå íå åäèíñòâåííî, òî ñèñòå-

ìà (A, c) íå èìååò êàíîíè÷åñêîé ôîðìû.
Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (A, c) óðàâíåíèå (17) ïîñòðîåíî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qn(A, c) ïîäìíî-

æåñòâî ìíîæåñòâà Pn(A, c), ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êàæäàÿ âû-
õîäíàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû (A, c) n ðàç íåïðåðûâíî êâàçèäèôôåðåíöèðóåìà. Â ñèëó ëåì-
ìû 6 ìíîæåñòâî Qn(A, c) íå ïóñòî. Âûáåðåì êàêóþ-ëèáî ìàòðèöó P Qn(A, c) è ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ïàðà ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìà îòíîñèòåëüíî P(t). Â ñèëó ëåììû 2 îíà
áóäåò ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìîé è ïðè ëþáîé P Qn(A, c). Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ãîâîðèòü
ïðîñòî î ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè.

Ïóñòü ïàðà ôèêñèðîâàíà è P Qn(A, c). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÷àñòü ìíîæåñ-
òâà n, ñîñòîÿùóþ èç âñåõ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìûõ ñèñòåì êëàññà {P, n}. Î÷åâèäíî, ñå-
ìåéñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Gn, ò.å. âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé

ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò è ýëåìåíò , G Gn. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû

ñôîðìèðóåì åå ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè SP(t) è çàäàäèì îòîáðàæåíèå

(18)

Ëåììà 7. Îòîáðàæåíèå P ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì äåéñòâèÿ ãðóïïû Gn íà ìíî-

æåñòâå .
Ñ ïîìîùüþ òåîðåì 7, 8 è ëåììû 7 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 9. Ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìàÿ ñèñòåìà (A, c) èìååò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó, åñëè

è òîëüêî åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî (è òîãäà åãî ðåøåíèå åäèíñòâåííî).
Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè ïàðû (A, c) âîïðîñ î êàíîíè÷åñêîé ôîðìå èñ-

÷åðïûâàþùèì îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (17). Îäíàêî ïîêà íåò êàêèõ-ëèáî ìåòî-
äîâ îòûñêàíèÿ åãî ðåøåíèé. Ïîýòîìó äàëåå îïèñàíà ðåêóððåíòíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîå-
íèÿ ñòðîêè (t), óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (17), îñíîâàííàÿ â êàêîé-òî ÷àñòè íà ìî-
äèôèêàöèè ñïîñîáà íàõîæäåíèÿ ôîðìû Õåññåíáåðãà. Êðîìå òîãî, â ïðîöåññå ðåàëèçà-
öèè óêàçàííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíà íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà P(t), îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîé âñå âûõîäû ñèñòåìû (A, c) n ðàç êâàçèäèôôåðåíöèðóåìû è ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó íàáëþäàåìîñòè, èäåíòèôèöèðóþùóþ ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé
íàáëþäàåìîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (3) êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ñóùåñòâóåò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà G Gn, ÷òî

(19)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà çàïèøåì G(t) â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ îðòîãîíàëüíîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ìàòðèöû G0(t) è âåðõ-
íåòðåóãîëüíîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ìàòðèöû G (t). Îáîçíà÷èì ÷åðåç pn(t),
pn–1(t), ..., p1(t) ñîîòâåòñòâåííî ïåðâóþ, âòîðóþ, ..., n-þ ñòðîêè ìàòðèöû (øòðèõ îç-
íà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå), à ÷åðåç gij(t) — ýëåìåíòû ìàòðèöû G (t). Î÷åâèäíî, ôóíêöèè
pi(t) è gij(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(20)
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Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå , ïðåäñòàâèì ðàâåíñòâî (19) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

(21)

Ïðîñòîé àíàëèç òîæäåñòâà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (20) ïðèâîäèò ê
ñîîòíîøåíèÿì

(22)

Ïîëîæèì è îáîçíà÷èì ÷åðåç bij(t) ýëåìåíòû ýòîé ìàòðè-
öû. Åñëè äëÿ ñèñòåìû (A, c) ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà Ôðîáåíèóñà, òî, ó÷èòûâàÿ
ñâîéñòâà ìàòðèö G0(t) è G (t) ìîæíî ðåêóððåíòíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè bij(t), pi(t) ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

(23)

ïðè i = 1, j = 0, à ïðè (i = 1, 2, ..., n – 1), çàäàâ èõ ñîîòíîøåíèÿìè

(24)

(25)

(26)

à òàêæå ýëåìåíòû ìàòðèöû G (t):

(27)

(28)

ãäå âû÷èñëåíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ íàáîðîâ èíäåêñîâ

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèè

(29)

Òåîðåìà 10. Ñèñòåìà (A, c) îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé ôîðìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà ïîñòðîåííûå ôóíêöèè gij(t), pi(t) (i = 1, 2, ..., n) (j = i, i + 1, ..., n) íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìû íà T è ïðè ëþáîì t T âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(30)

27

K K K

K

K



êîýôôèöèåíòû j(t) (j = 0, 1, ..., n – 1) â ýòîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì ,

(j = 0, 1, ..., n – 1), ãäå — ôóíêöèè (30).
Ïóñòü ôóíêöèè bij(t) íàéäåíû è âåðíû íåðàâåíñòâà (30). Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè bij(t) ïî

ôîðìóëå (9), ëåãêî íàõîäèòñÿ ìàòðèöà P(t), îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñóùåñòâóþò êâàçè-
ïðîèçâîäíûå âûõîäíûõ ôóíêöèé ñèñòåìû (A, c).

Òåîðåìà 11. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 10, òî êàæäàÿ âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ
ñèñòåìû (A, c) n ðàç íåïðåðûâíî êâàçèäèôôåðåíöèðóåìà ïî ìàòðèöå (A, c).

Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ íàáëþäàåìîñòè, îñíîâàííûé íà êâàçèäèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ è ïîçâîëèâøèé ñóùåñòâåííî îñëàáèòü èçâåñòíûå òðå-
áîâàíèÿ ãëàäêîñòè êîýôôèöèåíòîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ñâîéñòâî ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñ-
òè ýêâèâàëåíòíî àïïðîêñèìàòèâíîé íàáëþäàåìîñòè, ò.å. âîçìîæíîñòè ñ ïîìîùüþ -ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé ñêîëü óãîäíî òî÷íî îöåíèâàòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû áåç äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ âûõîäíîé ôóíêöèè. Äîêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì Ôðîáåíèóñà äëÿ ðàâíîìåðíî íàáëþäàåìûõ ñèñòåì ñ
êâàçèäèôôåðåíöèðóåìûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå ðàçðàáîòàí è îáîñíîâàí ìåòîä èõ
ïîñòðîåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ñè-
ñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ, ïðîåêòèðîâàíèè íàâèãàöèîííûõ ñèñòåì, ïîñòðîå-
íèè óïðàâëåíèÿ òèïà îáðàòíîé ñâÿçè â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ñîçäàíèè ýôôåêòèâ-
íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà è ïðîåêòèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ è äð.
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