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Â ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö îïèñàíî ìíîæåñòâî âñåõ 0,1-íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ
ëó÷åé êîíóñà ïîëóìåòðèê êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Îïèñàííîå ìíîæåñòâî ìîæåò èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàæíîé â ïðàêòè÷åñêîì è òåîðåòè÷åñêîì
îòíîøåíèè çàäà÷è î ìóëüòèïîòîêå âî âçâåøåííûõ ñåòÿõ.

The set of 0,1-directing extreme rays of the cone of semi-metrics is described in matrix space. This set is
used by development of exact methods for a finding of the multicommodity flows in networks. This problem is
important in the practical and theoretical relations.

Ñðåäè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè âàæíîå ìåñòî â ïðàêòè÷åñ-
êîì è òåîðåòè÷åñêîì îòíîøåíèè çàíèìàåò çàäà÷à î ìóëüòèïîòîêàõ âî âçâåøåííûõ ñå-
òÿõ. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì øèðîêî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â ñåòè, êîòîðàÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðè çàäàííîì ðåáåð-
íî-âçâåøåííîì îðãðàôå G = (V, E) (ñåòè ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè c(x, y) ðå-
áåð (x, y) E) ôóíêöèè f(x, y) (ïîòîêà â ñåòè) ñ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé ïîòîêà

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ âèäà

, , ,             (1)

ãäå s, t V — ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû (èñòîê è ñòîê), à x — ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ñåòè G.

Â çàäà÷å î ìóëüòèïîòîêå âî âçâåøåííîé ñåòè G = (V, E) ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿ-
ìè ðåáåð ñ(x, y) è âûäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì ðåáåð U E, îïðåäåëÿþùèì èñòîêè è ñòî-
êè ñåòè, òðåáóåòñÿ íàéòè ñåìåéñòâî ïîòîêîâ F êàæäûé èç êîòîðûõ ïîä-
÷èíåí îãðàíè÷åíèÿì âèäà (1). Ïðèâåäåííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
ðåàëüíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ àíàëèçîì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òîâàðîïðîâî-
äÿùèõ ñåòåé c ðàçëè÷íûì àññîðòèìåíòîì ïîñòàâëÿåìûõ òîâàðîâ îò ïðîèçâîäèòåëåé ê
ïîòðåáèòåëÿì [1], ðåãóëèðîâàíèåì òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ â ðåàëüíûõ ãîðîäñêèõ äîðîæ-
íûõ ñåòÿõ, ñîçäàíèåì êîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé ñ ìíîæåñòâåííûìè ïîòîêàìè äàííûõ.

Ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è î ìóëüòèïîòîêå â ñåòè âîçíèêàþò ïðîáëåìû î äîïóñòèìîñ-
òè ñóùåñòâîâàíèÿ ñåìåéñòâà ïîòîêîâ F â çàäàííîé ñåòè è îïðåäåëåíèÿ ïîòîêà ìàêñè-
ìàëüíîé âåëè÷èíû äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí (s, t) U.

Íàïðÿìóþ ñ ðåøåíèåì óêàçàííûõ âûøå ïðîáëåì ñâÿçàí òàê íàçûâàåìûé êîíóñ ïî-
ëóìåòðèê [2], êîòîðûé îïðåäåëÿþò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ ðàçìåðíîñòè n. Àêòóàëüíîñòü, òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü
èññëåäîâàíèÿ ýòîãî êîíóñà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ìàòðèöû ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè,
óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì (1), îáðàçóþò êîíóñ ìåòðèê êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûé èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê ðåøåíèþ çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè
ìóëüòèïîòîêà â ñåòè è îïðåäåëåíèþ åãî ìàêñèìàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ [3], [4]. Êðîìå
ýòîãî, íåòðèâèàëüíûå íåðàâåíñòâà ëèíåéíîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùåé êîíóñ ïîëóìåò-
ðèê, çàäàþò ôàñåòû (ãðàíè ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè) ìíîãîãðàííèêà ðàçðåçîâ ïîëíî-
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ãî ãðàôà è áëèçêè ê íåöåëî÷èñëåííûì îãðàíè÷åíèÿì, îïðåäåëÿþùèì ìíîãîãðàííèê çà-
äà÷è ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ, èìåþùåé ðàçëè÷íûå îáëàñòè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à â èññëåäîâàíèè êîíóñà ïîëóìåòðèê ñîñòîèò â îïèñàíèè ìíîæåñòâà
âñåõ íàïðàâëÿþùèõ åãî êðàéíèõ ëó÷åé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñà-
íèå ýòîãî ìíîæåñòâà [5] â êîíå÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçìåðíîñòè n = 4, 5, 6, 7 è îïèñàíû
òîëüêî îòäåëüíûå åãî ïîäìíîæåñòâà â îáùåì ñëó÷àå. Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êîí-
ñòðóêòèâíîå îïèñàíèå â ÿâíîì âèäå ìíîæåñòâà âñåõ 0,1-íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé
ðàññìàòðèâàåìîãî êîíóñà, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö Rs

n n´ .

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Èññëåäîâàíèþ êîíóñà ïîëóìåòðèê ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò [2—9],
â êîòîðûõ èññëåäîâàíû åãî ãåîìåòðè÷åñêèå è ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ñ öåëüþ îïèñàíèÿ
åãî êðàéíèõ ëó÷åé, èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè ðàçðàáîòêå òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î
ìóëüòèïîòîêàõ âî âçâåøåííûõ ñåòÿõ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ,
ïîçâîëèâøèå ñêîíñòðóèðîâàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ 0,1-íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ
ëó÷åé êîíóñà ïîëóìåòðèê.

Ïóñòü è . Èçâåñòíî [2], ÷òî êîíóñ Kn êîíå÷íûõ ïîëóìåò-
ðèê ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñìåøàííîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ ñëåäóþùåãî âèäà:

.              (1)

Ðàññìîòðèì áèíàðíûå ìàòðèöû eij, i j N1,n, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò åäèíñòâåí-
íûé íåíóëåâîé ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, è îïðåäåëèì
äëÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé òðîéêè ýëåìåíòîâ eij, i j k N1,n ìàòðèöû

, , .                             (2)

Ìàòðèöû âèäà (2) îïðåäåëÿþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

,

ãäå x = (xi,j) ìàòðèöà ïåðåìåííûõ xij, i, j = 1, 2, ..., n, ïðèíàäëåæàùàÿ ïîäïðîñòðàíñòâó Rt

n n´ ñòðîãî
òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Ââåäåííàÿ ñèñòåìà sli2 è íàëè÷èå èçîìîðôèçìà ìåæäó ïîäïðîñòðàíñò-
âàìè ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöR s

n n´ ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ñòðîãî òðå-

óãîëüíûõ ìàòðèö Rt

n n´ ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ìíîæåñòâà áèíàðíûõ íàïðàâëÿþ-

ùèõ êîíóñà Kn â ìàòðè÷íîì ïðîñòðàíñòâå Rt

n n´ .

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîãî óòâåðæäåíèÿ, ãàðàíòèðóþùåãî êîððåêòíîñòü ïðåäëî-
æåííîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóþòñÿ íèæåñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ óñ-
òàíàâëèâàåò ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ (1) è (2) ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñìåøàííàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (1) ñ òî÷íîñòüþ äî

èçîìîðôèçìà ðàâíîñèëüíà îäíîðîäíîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà îò ñèñòåìû (1) ê ñèñòåìå (3) îáóñëîâëåíà,

âî-ïåðâûõ, íàëè÷èåì èçîìîðôèçìà ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâîì ñèììåòðè-
÷åñêèõ ìàòðèö R s

n n´ ñ íóëåâûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè è ïîäïðîñòðàíñòâîì ñòðîãî

òðåóãîëüíûõ ìàòðèö Rt

n n´ .
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Äaëåå íàëè÷èå â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (1) ïîäñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü èç (1) ïåðåìåííûå xij, i j ,n, ò.å.
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî , îïðåäåëÿåìîå íåóïîðÿäî-

÷åííîé òðîéêîé i j k ,n, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ òðåõ íåðàâåíñòâ âèäà

, îïðåäåëÿåìûõ óïîðÿäî÷åííîé òðîéêîé i j k ,n. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

íåðàâåíñòâà xi,j ³ 0 ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè ñèñòåìû (2) äëÿ ëþáûõ i j ,n.
Ïóñòü 1 i j n – 1. Óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâ

,                                                        (4)

èç êîòîðûõ è (3) ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâî xij ³ 0 äëÿ óêàçàííûõ èíäåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì íåðàâåíñòâ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

.

Äàëåå ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà , ãäå 2 j n – 1. Ïðîâåðêà ïîêà-
çûâàåò, ÷òî

.                 (5)

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî xjn ³0 — ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ è äëÿ

âñåõ 2 j n – 1. Íàêîíåö, èç ñîîòíîøåíèé

(6)

ñëåäóåò, ÷òî x1n 0 — ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâ . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëî-
æåíèå 1 äîêàçàíî.

Ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíîñòè lin.space Kn êîíóñà Kn íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî ìàê-
ñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà Rs

n n´ , ñîäåðæàùååñÿ â Kn.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîñòè lin.space Kn êîíóñà ïîëóìåòðèê Kn ñîâïà-

äàåò ñ íóëåâûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà Rt

n n´ , ò.å. lin.space Kn = {O}, ãäå O —

íóëåâàÿ ìàòðèöà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîñòè lin.space Kn ñîâïàäåò ñ

ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùåéñÿ çàìåíîé â (3) çíàêà
íåðàâåíñòâà íà çíàê ðàâåíñòâà, îòêóäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 è ñîîòíîøåíèé (4—6) ñëå-
äóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ïîëó÷åííîé èç (3) ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå 2. Ðàíã ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3) ðàâåí n(n – 1)/2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ïðåä-

ûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ áèíàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ðåêóðñèâíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîøàãîâî
ñòðîèò direcKk — ìíîæåñòâî áèíàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ êîíóñà Kk äëÿ âñåõ k = 3, ..., n.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ïåðå÷èñëÿåò âñå 0,1-íàïðàâëÿþ-
ùèå êðàéíèõ ëó÷åé êîíóñà Kn.

Îñíîâîé àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ äâå ïðîöåäóðû äîïîëíåíèÿ è äóáëèðîâàíèÿ ïîñëåä-

íåãî ñòîëáöà áèíàðíûõ (k – 1) (k – 1)-ìàòðèö x = (xij) èç
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direcKk–1, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ êîíñòðóèðóþòñÿ k k-ìàòðèöû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñ-
òâó direcKk êîíóñà Kk, ãäå T — çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïðî-

öåäóðû äîïîëíåíèÿ ê áèíàðíîìó ñòîëáöó ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö

, ãäå

(7)

Â äàëüíåéøåì ¢ -xk 1 íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ñòîëáöà xk–1. Èç (7) ñëåäóåò ñïðàâåäëè-

âîñòü ðàâåíñòâà , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðó äóáëèðîâàíèÿ ñòîëáöîâ áèíàð-
íûõ ìàòðèö èç direcKk–1.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ direcKn.
Øàã 1. Ïîñòðîåíèå direcK2.

Âûïèñûâàåì ìàòðèöó è ïîëàãàåì .

Øàã 2. Ïîñòðîåíèå direcK3.

Äîïîëíÿåì direcK2 íóëåâîé 2 2-ìàòðèöåé . Ïðîñìàòðèâàåì ïîñëåäîâà-

òåëüíî ìàòðèöû èç è ñòðîèì íà îñíîâå êàæäîé xi

( )2 äâå 3 3-ìàòðèöû x i2 1
3
-

( ) ,

x i2
3( ), i = 1, 2, ïîëàãàÿ òðåòüþ ñòðîêó â êàæäîé 3 3-ìàòðèöå íóëåâîé è çàïèñûâàÿ â òðåòèé

ñòîëáåö ìàòðèöû x i2 1
3
-

( ) äîïîëíåíèå ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû xi

( )2 , à â òðåòèé ñòîëáåö

ìàòðèöû x i2
3( ) — ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû xi

( )2 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì direcK3, äîïîë-

íåííîå íóëåâîé ìàòðèöåé, ò.å. , ãäå

, , , .

Óäàëÿÿ èç íóëåâóþ ìàòðèöó x4
3( ), ïîëó÷èì direcK3.

Øàã 3. Ïîñòðîåíèå direcK4.

Äîïîëíÿåì direcK3 íóëåâîé 3 3-ìàòðèöåé è, ïðîñìàòðèâàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíî ìàòðèöû èç , ñòðîèì íà îñíîâå êàæäîé xi

( )3 äâå 4 4-ìàòðèöû x i2 1
4
-

( ) ,

x i2
4( ), i = 1, 2, 3, 4. ×åòâåðòàÿ ñòðîêà â êàæäîé êîíñòðóèðóåìîé 4 4-ìàòðèöå ïîëàãàåòñÿ

íóëåâîé, à â òðåòèé ñòîëáåö ìàòðèö x i2 1
4
-

( ) è x i2
4( ) çàïèñûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, äîïîëíåíèå

ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû xi

( )3 è ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû xi

( )3 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à-

åì ìíîæåñòâî direcK4, äîïîëíåííîå íóëåâîé ìàòðèöåé, ò.å.

,

ãäå
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, , , ,

, , .

Øàã k (k = 4, ..., n). Ïîñòðîåíèå direcKk.

Ïðîñìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöû èç è ñòðîèì íà îñíîâå

êàæäîé xi

k-1 ïî äâå k k-ìàòðèöû x i

k

2 1-
( ) , x i

k

2
( ), i = 1, 2, ..., 2k–1. Âñå ýëåìåíòû ïîñëåäíåé k-é

ñòðîêè êàæäîé k k-ìàòðèöû ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Â ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû
x i

k

2 1-
( ) çàïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äîïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû

xi

k( )-1 , à ýëåìåíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû x i

k

2
( ) ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû xi

k( )-1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ,

ãäå x k

k

2

( ) — íóëåâàÿ k k-ìàòðèöà. Óäàëÿÿ åå èç ïîñòðîåííîãî ìíîæåñòâà ìàòðèö, ïîëó÷èì

direcKk.
Íà n-ì øàãå àëãîðèòì âûïèñûâàåò âñå 0,1-íàïðàâëÿþùèå êðàéíèõ ëó÷åé êîíóñà ïî-

ëóìåòðèê Kn.
Ïðåäëîæåíèå 2. ×èñëî ìàòðèö, ïîðîæäàþùèõ direcKn, ðàâíî 2n–1 – 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ñïî-

ñîáà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà íàïðàâëÿþùèõ direcKn êîíóñà ïîëóìåòðèê.
3. Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà.

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé êî-
íóñà Kn óñòàíàâëèâàþò ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ëþáàÿ ìàòðèöà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó direcKn, ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ëþáóþ ìàòðèöó x direcKn è óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëè-
âîñòè íåðàâåíñòâ ( , )f xijk ³ 0, ( , )g xijk ³ 0 è ( , )h xijk ³ 0 äëÿ ïðîèçâîëüíîé óïîðÿäî÷åííîé

òðîéêè 1 £ i j k n.
Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ( , )f xijk < 0 äëÿ ëþáîé áèíàðíîé ìàòðèöû x = (xij) âûïîëíÿåòñÿ òîã-

äà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì xij = xik = 0 è xjk = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû x èç direcKn ïðè ïîñòðîå-
íèè k-ãî ñòîëáöà, íà÷èíàÿ ñ j-ãî ñòîëáöà äîëæíî áûòü ïðîäåëàíî ëèáî ðàâíîå 0 ëèáî ÷åòíîå
÷èñëî çàìåí ñòîëáöîâ íà äîïîëíèòåëüíûå ñòîëáöû. Òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò
èìåòü ìåñòî xik = 1, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîíà÷àëüíîìó ïðåäïîëîæåíèþ xij = xik = 0. Íî ïðè
óêàçàííîì ÷èñëå çàìåí ñòîëáöîâ íà äîïîëíèòåëüíûå ïðè ïîñòðîåíèè k-ãî ñòîëáöà ïîëó-
÷èì xjk = 0, òàê êàê xjj = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàòðèö èç direcKn èç ðàâåíñòâ xij = xik = 0
ñëåäóåò xjk = 0, ÷òî âëå÷åò ( , )f xijk = 0.

Åñëè äëÿ ìàòðèöû èç direcKn âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ xij = 0, xik = 1 ëèáî xij = 1,
xik = 0, òî, êàê ïîêàçûâàåò ïðîâåðêà, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò xjk,

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ( , )f xijk ³ 0.

90

Udirec

Udirec



Óáåäèìñÿ òåïåðü â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà ( , )g xijk ³ 0 äëÿ âñåõ ìàòðèö x èç direcKn.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òðîéêè 1 £ i j k n ñóùåñòâóåò ìàòðèöà x direcKn,
òàêàÿ ÷òî xik = xjk = 0 è xij = 1. Äëÿ òàêèõ è òîëüêî òàêèõ áèíàðíûõ ìàòðèö âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ( , )g xijk < 0. Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà direcKn è ðàâåíñòâà xij = 1 ïðè ôîð-

ìèðîâàíèè k-ãî ñòîëáöà äàííîé ìàòðèöû x äîëæíî áûòü ñäåëàíî, íà÷èíàÿ ñ j-ãî ñòîëáöà,
íå÷åòíîå ÷èñëî çàìåí ñòîëáöîâ íà äîïîëíèòåëüíûå, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xik = 1.
Îäíàêî ïðè óêàçàííîì ÷èñëå çàìåí äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî xjk = 1, òàê êàê xjj = 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà ( , )g xijk ³ 0 äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû x direcKn.

Íàêîíåö, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà x direcKn, òàêàÿ ÷òî ( , )h xijk < 0, òî äîëæíû âû-

ïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà xij = xjk = 0 è xik = 1. Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ áèíàðíûõ ìàòðèö
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ( , )h xijk ³ 0. Òàê êàê xij = 0 è xik = 1, òî ïðè ïîñòðîåíèè k-ãî ñòîë-

áöà, íà÷èíàÿ ñ (j+1)-ãî ñòîëáöà, äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íå÷åòíîå ÷èñëî çàìåí ñòîëáöîâ
íà äîïîëíèòåëüíûå ñòîëáöû, ÷òî âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà xjk = 1, òàê êàê xjj = 0.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ ( , )h xijk ³ 0 äëÿ ìàòðèö
x direcKn. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåíèå 3 äîêàçàíî.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, óñòàíàâëèâàþùèé êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíî-
æåñòâà 0,1-íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé êîíóñà Kn, ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ìàòðèö ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ

0,1-íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé êîíóñà ïîëóìåòðèê Kn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé

áèíàðíîé ìàòðèöû è ëþáîé òðîéêè ÷èñåë âîçìîæåí îäèí èç íèæåñëåäóþùèõ âîñüìè
ñëó÷àåâ:

1) 2)

3) 4)

5) 6)

7) 8)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ áèíàðíûõ ìàòðèö , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòå-
ìû íåðàâåíñòâ (3), èç ïðèâåäåííûõ ñëó÷àåâ âîçìîæíûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî 1), 2), 3), 5) è 8),
òàê êàê â ñëó÷àÿõ 4), 6) è 7) ïðîèçâîëüíàÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöà x íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñ-
òåìû (3). Äåéñòâèòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëó÷àÿõ 4), 6) è 7),
ñîîòâåòñòâåííî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: ( , )g xijk = -1, ( , )h xijk = -1,( , )f xijk = -1.

Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ áèíàðíàÿ ìàòðèöà, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíî-
æåñòâó direcKn, â êàæäîì èç ñëó÷àåâ 1), 2), 3), 5) è 8) íå ìîæåò áûòü áèíàðíîé íàïðàâëÿ-
þùåé êðàéíåãî ëó÷à êîíóñà Kn.

Íàêîíåö, äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü òîãî, ÷òî ìàòðèöû èç direcKn îáðàçóþò ìíî-
æåñòâî íàïðàâëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé êîíóñà Kn. Èçâåñòíî [10], ÷òî ìíîæåñòâî íàïðàâ-
ëÿþùèõ êðàéíèõ ëó÷åé ëþáîãî êîíóñà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Â ñâîþ î÷åðåäü ôóíäà-
ìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ îáðàùàþò â ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñòðåìàëüíûå ïîäñèñ-
òåìû, ðàíã êîòîðûõ íà åäèíèöó ìåíüøå ðàíãà âñåé ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùåé êîíóñ.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö direcKn ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) ïðîâîäèòñÿ ïîñðåäñòâîì âûäåëåíèÿ â íåé äëÿ êàæäîé
ìàòðèöû x direcKn ýêñòðåìàëüíûõ ïîäñèñòåì , ò.å. òàêèõ ïîäñèñòåì, êàæäîå
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íåðàâåíñòâî êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ ìàòðèöåé x â ðàâåíñòâî. Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Äëÿ êîíóñà ïîëóìåòðèê êîíå÷íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî
âñåõ áèíàðíûõ íàïðàâëÿþùèõ åãî êðàéíèõ ëó÷åé. Äàííîå ìíîæåñòâî ìîæåò èñïîëüçî-
âàòüñÿ ïðè ðàçðàáîòêå òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìóëüòèïîòîêå âî âçâåøåííûõ
ñåòÿõ, à òàêæå — äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòäåëüíûõ ïîäìíîæåñòâ êðàéíèõ ëó÷åé äàííîãî êîíó-
ñà áîëåå îáùåãî âèäà.
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Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîâðåìåííûå ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ äåôèíèöèè «îáðàçîâàòåëü-
íàÿ óñëóãà», ïðåäëàãàåòñÿ àâòîðñêîå îïðåäåëåíèå, îñîáûé àêöåíò ñäåëàí íà îáîñîáëåíèå êàòåãî-
ðèé «îáðàçîâàòåëüíàÿ óñëóãà» è «îáðàçîâàíèå». Áàçèðóÿñü íà ó÷åòå ñïåöèôèêè îáðàçîâàòåëüíûõ
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