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В статье представлена методика моделирования коэффициентов прямых затрат с 
помощью аппарата стохастических дифференциальных уравнений. Предложены спо-
собы оценки параметров моделей, получения прогнозных значений указанных коэф-
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Для прогнозирования валового выпуска продукции и других показателей 
при использовании моделей межотраслевого баланса [1, 371—391] ключевую 
роль играют используемые значения коэффициентов прямых затрат [1, 375—
376]. Эти значения рассчитываются с помощью балансовых таблиц, значения 
одних и тех же коэффициентов как правило разные для разных лет и зара-
нее точно не известны. Поэтому естественно считать, что эти коэффициенты 
случайны и представляют собой матричный случайный процесс. В настоящей 
статье представлена методика моделирования коэффициентов прямых затрат 
с помощью аппарата стохастических дифференциальных уравнений, предло-
жены способы оценки параметров моделей, получения прогнозных значений 
указанных коэффициентов, а также использования метода Монте-Карло для 
нахождения вероятностных характеристик валового выпуска продукции и 
других показателей.

Методика моделирования. Обозначим через n общее количество отраслей 
рассматриваемой экономической системы, а через aij(t) — коэффициент пря-
мых затрат продукции i-й отрасли при производстве продукции j-й отрасли в 
момент времени t, i = 1, n, j = 1, n. Коэффициенты прямых затрат обладают 
следующими свойствами. Во-первых, они не отрицательны. Во-вторых, сум-
мы коэффициентов каждого столбца обычно не превосходят единицу (т. е. 
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1 ). Объясняется это тем, что валовая добавленная стоимость как 
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правило положительна. Некоторые коэффициенты прямых затрат aij(t) всег-
да равны нулю, поскольку продукция первой из соответствующих двух от-
раслей никогда (непосредственно) не используется в производственном про-
цессе второй отрасли. Обозначим через Ij множество номеров отраслей, 
продукция которых (непосредственно) используется при производстве про-
дукции j-й отрасли, т. е. для которых aij(t) > 0. (Очевидно, что Ij Ì {1, 
2, ..., n}.) Количество элементов множества Ij обозначим через nj. (Очевидно, 
что nj £ n.) Обозначим через a•j(t) вектор, состоящий из коэффициентов 

aij(t), i Î Ij (т. е. из положительных элементов j-го столбца матрицы коэф-
фициентов прямых затрат). Заметим, что вектор a•j(t) состоит из nj компо-

нент, т. е. a•j(t) Î R
nj. В соответствии с изложенным будем считать, что при 

любом j = 1, n a•j(t) Î Wj,

где Ω j n
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Для моделирования динамики коэффициентов aij(t), j = 1, n, i Î Ij мы 

предлагаем использовать случайные процессы zij(t), j = 1, n, i Î Ij, принимаю-
щие любые вещественные значения и описывающиеся стохастическими диф-
ференциальными уравнениями [2, 201—211]. При этом случайные процессы 

aij(t), i Î Ij и zij(t), j = 1, n, i Î Ij связываются между собой при помощи 
гомеоморфизмов между множествами Wj и R

nj, j = 1, n (см. ниже).
Пусть fj — дважды непрерывно-дифференцируемый гомеоморфизм мно-

жества Rnj на множество Wj (т. е. заданная на Rnj векторная функция, множе-
ство значений которой совпадает с множеством Wj и для которой существует 
дважды непрерывно дифференцируемая обратная функция f -1).

Обозначим через z•j(t) вектор, состоящий из zij(t), i Î Ij. В соответствии 
с предлагаемой в данной статье методикой мы считаем, что коэффициенты 

прямых затрат aij(t), j = 1, n, i Î Ij связаны со случайными процессами 

zij(t), j = 1, n, i Î Ij следующим образом:

a t f z tj j j• •=  ( ) ( ) , j = 1, n.                           (2)

Из (2) следует, что z t f a tj j j•
−

•=  ( ) ( )1 . Обозначим через gj обратную функ-
цию f j

−1 . Таким образом,

z t g a tj j j• •=  ( ) ( ) , j = 1, n.                            (3)

Обозначим через kj(i) при i Î Ij номер i-й отрасли среди отраслей с но-
мерами из множества Ij. (Например, если I2 = {1, 3, 4, 6, 7}, то k2(6) = 4, 
т. е. шестая отрасль — это четвертая отрасль среди отраслей, продукция кото-
рых непосредственно используется при производстве продукции второй отрас-
ли.) Через fij и gij обозначим kj(i)-е компоненты функций fj и gj. Тогда вектор-
ные равенства (2) и (3) можно записать в виде следующих систем скалярных 
равенств:

a t f z tij ij j( ) ( )=  • , j = 1, n, i Î Ij;                 (4)
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z t g a tij ij j( ) ( )=  • , j = 1, n, i Î Ij.                 (5)

В соответствии с изложенным будем считать, что случайные процессы zij(t), 
j = 1, n, i Î Ij подчиняются следующим стохастическим дифференциаль ным 
уравнениям:

dz t z t t dt z t t dW tij ij ij ij ij ij( ) ( ), ( ), ( ),=   +  ϕ ψ              (6)

где jij(zij, t) и yij(zij, t) — экзогенно заданные функции (возможно с неиз-
вестными параметрами), Wij(t), j = 1, n, i Î Ij — коррелированные между 
собой стандартные винеровские процессы [2, 181—182]. 

Отметим, что желательно (как мы увидим ниже), чтобы стохастические 
дифференциальные уравнения (6) решались аналитически.

С помощью уравнений (6) выведем стохастические дифференциальные уравне-

ния для коэффициентов прямых затрат. Обозначим через ρij
rs

, j = 1, n, i Î Ij, s = 

= 1, n, r Î Is — коэффициенты корреляции приращений винеровских процессов 

Wij(t)
 и Wrs(t), фигурирующих в уравнениях (6) (т. е. ρij

rs
ij rsW t W t=  corr ∆ ∆( ), ( ) , 

где ∆ ∆W t W t t W tij ij ij( ) ( ) ( )= + −  и ∆ ∆W t W t t W trs rs rs( ) ( ) ( )).= + −

Используя формулу Ито [2, 196] для скалярных процессов aij(t), в силу 
равенств (4) и (6) получим:
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при любых j = 1, n и i Î Ij.
Подставив формулы (3) и (5) в равенства (7), будем иметь:
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При каждом отдельно взятом j = 1, n равенства (8) представляют собой 
систему из nj уравнений относительно случайных процессов aij(t), i Î Ij.

Пример. В качестве примера, иллюстрирующего предлагаемую методику 
моделирования динамики коэффициентов прямых затрат, рассмотрим случай, 
когда функции jij(zij, t) и yij(zij, t), фигурирующие в уравнениях (6), имеют 
следующий вид:

jij(zij, t) = aij - bijzij,          yij(zij, t) = gij, (9)

где aij, bij и gij — некоторые константы (параметры). 
В таком случае уравнения (6) принимают вид:
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dz t z t dt dW tij ij ij ij ij ij( ) ( ) ( )= −  +α β γ ,        j = 1, n, i Î Ij. (10)

Отметим, что в случае, когда bij > 0, отдельно взятое уравнение (10) 
описывает так называемый процесс Орнштейна-Уленбека [3, 34]. При этом 
aij/bij — средний уровень коэффициента aij(t), bij — параметр, характеризую-
щий скорость возврата к среднему значению, gij — параметр волатильности. 
Уравнение вида (10) при bij > 0 известно в финансовой экономике также как 
уравнение Васичека [3, 34] и используется для описания динамики кратко-
срочных доходностей облигаций.

Известно [3, 34], что уравнения (10) имеют аналитические решения сле-
дующего вида:

z t z t t t t tij ij ij ij
ij

i

( ) ( )exp ( ) exp ( )= − −  + − − − { }0 0 01β β
α
β jj

ij

t

t

ij ijt dW

+

+ − − ∫γ β τ τexp ( ) ( ).
0

(11)

Примерами функций fij, с помощью которых по формуле (4) случайные 

процессы zij(t), j = 1, n, i Î Ij преобразуются в процессы aij(t), j = 1, n, 

i Î Ij коэффициентов прямых затрат, являются следующие функции: 
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 j = 1, n, i Î Ij.           (12)

Несложно показать, что в этом случае (описанные выше) функции gij имеют вид:
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∑1 ,     j = 1, n, i Î Ij.           (13)

С использованием формул (9), (12), (13) уравнения (8) приводятся к виду
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Оценка параметров. Пусть известны значения коэффициентов aij(t), j = 

= 1, n, i Î Ij в моменты времени t1, t2, ..., tN. С помощью формул (5) можно 
рассчитать соответствующие значения zij(tk), k = 1, N. Например, в случае, 
когда в качестве функций gij выступают функции (13), значения zij(tk) нахо-
дятся по формулам

z t a t a tij k ij k lj k
l I j

( ) ln ( ) ln ( )= − −










∈

∑1 , k = 1, N, j = 1, n, i Î Ij.       (15)
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Затем на основе значений zij(tk), k = 1, N оцениваются параметры функций 
jij(zij, t) и yij(zij, t), а также коэффициенты корреляции ρij

rs  приращений 
винеровских процессов Wij(t) и Wrs(t). Опишем методику оценивания пара-
метров подробнее.

Пусть функции jij(zij, t) и yij(zij, t) зависят от вектора параметров qij, т. е. 

ϕ ϕ θ ψ ψ θij ij ij ij ij ij ij ij ij ijz t z t z t z t( , ) ( , ; ), ( , ) ( , ; )= = ,  j = 1, n, i Î Ij.    (16)

Например, в случае, когда функции jij(zij, t) и yij(zij, t) заданы формула-
ми (9), вектор qij состоит из параметров aij, bij и gij, т. е. qij = (aij, bij и gij).

Параметры qij, j = 1, n, i Î Ij можно оценивать с помощью условного 
метода максимального правдоподобия [4, 304—305]. При этом можно исполь-
зовать следующие приблизительные равенства, которые имеют место в силу 
равенств (6) и зависимостей (16) [2, 216—218]: 

∆ ∆ ∆z t z t t t z t t Wij k ij ij k k ij k ij ij k k ij i( ) ( ), ; ( ), ;≈   +  ϕ θ ψ θ jj kt( ), (17)

где Dzij(tk) = zij(tk+1) − zij(tk), Dtk = tk+1 − tk, DWij(tk) = Wij(tk+1) − 
− Wij(tk), k = 1, N - 1, j = 1, n, i Î Ij.

С учетом того что процессы zij(t) марковские [2, 211], условная функция 
максимального правдоподобия [4, 304—305] для приращений Dzij(tk) имеет вид
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 −
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где p z t z tij k k∆ ( ) | ( )   — условная плотность вероятности случайной величины 
Dzij(tk) при заданном значении z(tk). 

Заметим, что правые части равенств (17) при заданных значениях zij(tk) 
представляют собой нормально распределенные случайные величины с ма-
тематическими ожиданиями, равными ϕ θij ij k k ij kz t t t( ), ; ∆ , и стандартными 

отклонениями, равными ψ θij ij k k ij kz t t t( ), ;  ∆ . Следовательно,
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Подставив формулы (19) в равенство (18) и прологарифмировав получен-
ное равенство, будем иметь следующие логарифмические условные функции 
правдоподобия:
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= ∈, , , .            1
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Оценки параметров qij,  j = 1, n, i Î Ij получаются в результате решения 
задач максимизации функций (20) по переменным qij. 
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Выведем формулы для оценок параметров qij в случае, когда функции 
jij(zij, t, qij) и yij(zij, t, qij) заданы формулами (9). В этом случае логарифми-
ческие условные функции максимального правдоподобия (20) принимают вид
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Продифференцировав функцию (21) по параметрам aij, bij и gij и при-
равняв полученные выражения к нулю, будем иметь условия первого порядка 
для соответствующей задачи максимизации, которые после несложных алгеб-
раических преобразований примут следующий вид: 
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Решив систему уравнений (22), (23) относительно переменных aij и bij, 
получим:
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Из уравнения (24) следует, что

γ
α β

ij

ij k ij ij ij k k

kk

N

N

z t z t t

t
=

−

− − { }
=

−

∑1
1

2

1

1 ∆ ∆

∆

( ) ( )
. (27)

Итак, в случае, когда функции jij(zij, t, qij) и yij(zij, t, qij) заданы форму-

лами (9), оценки параметров qij = (aij, bij, gij), j = 1, n, i Î Ij рассчитываются 
по формулам (25)—(27). 

После нахождения оценок параметров qij можно оценить коэффициенты 
корреляции ρij

rs  приращений винеровских процессов Wij(t) и Wrs(t) следую-
щим образом.

Из равенств (17) следует, что
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∆ ∆

∆
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z t t t
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−  
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ϕ θ

ψ θ

∆∆

∆

W t

t
ij k

k

( )
. (28)

Поскольку (как следует из определения стандартного винеровского процесса 
[2, 181—182]) правые части равенств (28) при разных значениях индекса k не-
зависимы и одинаково распределены (с нулевым математическим ожиданием и 
единичным стандартным отклонением) и при этом ρij

rs
ij k rs kW t W t=  corr ∆ ∆( ), ( ) , в 

качестве оценки коэффициента ρij
rs  можно взять соответствующий выборочный 

коэффициент корреляции [5, 402], т. е. следующее значение:

ij
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ij k ij rs k rs
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(29)

где для краткости через hij(tk) обозначены левые части равенств (28), через 
hrs(tk) — левые части этих же равенств при i = r и j = s, а через hij и hrs — 
соответствующие выборочные средние значения. (При этом для расчета зна-
чений hij(tk) следует использовать уже известные оценки параметров qij.)

Получение прогнозных значений. С помощью уже найденных оценок па-
раметров qij и коэффициентов корреляции ρij

rs  можно получить прогнозные 

значения коэффициентов прямых затрат aij(t), j = 1, n, i Î Ij, используя 
уравнения (6) и формулы (4), (5). При этом в случае, когда известны ана-
литические решения уравнений (6), следует использовать соответствующие 
формулы, а в противном случае — численные методы решения [2, 216—218]. 

В соответствии с предлагаемой методикой сперва заданные начальные 
значения aij(t0) коэффициентов прямых затрат преобразуются в начальные 
значения zij(t0) с помощью формул (5), затем рассчитываются прогнозные 
значения zij(T) для будущего момента времени T > t0 (с использованием дат-
чика случайных чисел) и, в конечном счете, прогнозные значения zij(T) пре-
образуются в прогнозные значения aij(T) коэффициентов прямых затрат с 
помощью формул (4).

Рассмотрим пример, когда функции jij(zij, t) и yij(zij, t) заданы форму-
лами (9). В этом случае прогнозные значения zij(T)  определяются в соответ-
ствии с формулами (11), т. е.

z T z t T t T tij ij ij ij
ij

i

( ) ( )exp ( ) exp ( )= − −  + − − − { }0 0 01β β
α
β jj

ij

t

T

ij ij jT t dW t j n i I

+

+ − −  = ∈∫γ βexp ( ) ( ), , , .
0

1            
(30)

Прежде всего отметим, что при использовании данной формулы для расче-
та значений zij(T)  следует использовать уже известные оценки коэффициен-

тов aij, bij и gij (формулы (25)—(27)). Интеграл exp ( ) ( )
t

T

ij ijT t dW t
0

∫ − − β  в 

указанной формуле определяет нормально распределенную случайную вели-
чину с нулевым математическим ожиданием и дисперсией, равной обычному 
(т. е. не стохастическому) интегралу, в котором в качестве интегрируемой 
функции фигурирует квадрат подынтегральной функции данного стохасти-
ческого интеграла [2, 153]. Следовательно,
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Ковариация случайных величин exp ( ) ( )
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rs T t
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∫ − −[ ]×β  

× dW trs ( ) равна обычному интегралу, в котором в качестве интегрируемой 
функции фигурирует произведение подынтегральных функций соответствую-
щих стохастических интегралов и коэффициента корреляции ρij

rs  винеровских 
процессов [2, 154]. Следовательно,
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(32)

В силу формул (30)—(32) случайные величины zij(T), j = 1, n, i Î Ij 
можно представить в следующем виде:

z Tij ij ij ij( ) ,= +µ σ ξ (33)

где 

µ β β
α
βij ij ij ij
ij

ij

z t T t T t= − −  + − − − { }( )exp ( ) exp ( ) ,0 0 01 (34)

σ γ β βij ij ij ijT t= − − − { } ( )1 2 20exp ( ) , (35)

а xij, j = 1, n, i Î Ij — стандартные нормальные случайные величины (с 
нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией), причем коэф-
фициенты корреляции νij

rs  случайных величин xij и xrs равны:

ν
ρ β β

β β

β β
ij
rs ij

rs
ij rs

ij rs

ij rs T t
= −

+

− − +( ) − 

− −

2 1

1 2

0exp ( )

exp ββ βij rsT t T t( ) exp ( )
.

− { } − − −[ ]{ }0 01 2
(36)

Таким образом, прогнозные значения zij(T), j = 1, n, i Î Ij можно рас-
считывать по формулам (33), предварительно найдя значения mij, sij и νij

rs  с 
помощью формул (34)—(36). 

Для получения значений коррелированных между собой стандартных нор-
мальных случайных величин xij следует использовать значения независимых 
стандартных нормальных случайных величин, генерируемых датчиками слу-
чайных чисел в математических пакетах. (Например, в пакете MatLab неза-
висимые между собой последовательности стандартных нормальных псевдо-
случайных чисел генерируются программой randn.) 

Опишем алгоритм преобразования независимых стандартных нормальных 
случайных величин в коррелированные между собой стандартные нормаль-
ные случайные величины xij.

Пусть hij, j = 1, n, i Î Ij — независимые стандартные нормальные слу-
чайные величины. Предположим, что случайные величины xij связаны со слу-
чайными величинами hij следующими равенствами:
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,      j = 1, n, i Î Ij,       (37)

где cij
kl  — некоторые (пока еще неизвестные) коэффициенты (j = 1, n, 

i Î Ij, l £ j, k ÎIl, k £ i при l = j) . (При этом условимся считать, что значе-
ния сумм с нулевым верхним пределом в равенстве (37) и в некоторых других 
нижеследующих равенствах равны нулю.)

Используя равенства (37) (с учетом независимости случайных величин 
hkl), получим следующую систему уравнений для коэффициентов корреляции 

νij
rs  случайных величин xij и xrs (j = 1, n, i Î Ij, s = 1, n, r Î Is):
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ν , если j < s либо j = s и при этом i £ r.    (38) 

Несложно убедиться в том, что следующие рекуррентные формулы обес-
печивают решение системы уравнений (38) относительно коэффициентов cij

kl :
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для всех случаев, когда i < r, либо когда i = r и при этом j £ s.
Таким образом, коррелированные случайные величины xij действительно 

можно получить в результате преобразования (37) с использованием коэффи-
циентов cij

kl , рассчитанным по рекуррентным формулам (39), (40).
В соответствии с изложенным алгоритм получения последовательностей 

псевдослучайных чисел для коэффициентов прямых затрат aij(T) состоит из 
следующих этапов:

1) генерация псевдослучайных чисел для независимых случайных величин 

hkl, l = 1, n, k Î Il с помощью датчика случайных чисел, подчиняющихся 
стандартному нормальному распределению;

2) преобразование полученных на первом этапе псевдослучайных чисел в 
соответствии с формулой (37);

3) преобразование полученных на втором этапе псевдослучайных чисел в 
соответствии с формулой (33);

4) преобразование полученных на третьем этапе псевдослучайных чисел в 
соответствии с формулой (4).

На основе полученных таким образом последовательностей псевдослучай-
ных чисел можно оценить вероятности попадания коэффициентов прямых 
затрат aij(T) в любые интервалы, рассчитать выборочные характеристики для 
указанных коэффициентов, а также их можно использовать (в соответствии 
с методом Монте-Карло) [6, 101—122] для построения эмпирических вероят-
ностей и расчета выборочных характеристик для коэффициентов полных за-
трат [1, 377—378] и вектора валового выпуска продукции при различных 
экзогенно заданных векторах конечного выпуска продукции.
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